2. Deduktion in der
Aussagenlogik

Im vorangegangenen Kapitel haben wir von der Bedeutung der Prd-
dikatenlogik fiir unser Thema Inferenz gesprochen. Leider erweist sich
unser Hauptproblem hierbei, ndmlich logische Beziehungen der Prddika-
tenlogik auf ihre Giiltigkeit hin zu priifen, als duferst kompler. FEs ist
daher fir das Verstindnis des Lesers unabdingbar, den Gesamifragen-
komplex in einzelne Teile zu zergliedern.

Anders als in vielen anderen Fragestellungen ist hier jedoch schon
diese Aufgabe der Untergliederung hochst problematisch, weil sich das ge-
nannte Hauptproblem nicht wirklich in Teilprobleme zerlegen ldft, deren
Lésung zusammengefiigt dann eine Lisung des Gesamtproblems ergeben
wiirde.  Vielmehr ist das Gesamtproblem letztlich nur in einem Stiick
losbar.

Um aus diesem Dilemma herauszukommen, bleibt nur der Ausweg
der Reduktion. Wir abstrahieren von Teilaspekten und befassen uns zu-
ndchst nur mit einer reduzierten Form des Gesamtproblems. Die Aussa-
genlogik st eine solch reduzierte Form der Prddikatenlogik. Wir werden
daher in diesem Kapitel die Behandlung des Hauptproblems erst einmal in
dieser “reduzierten Praidikatenlogik” durchfiihren und uns dann im ndchs-
ten Kapitel tiberlegen, welche zusdtzlichen Mafnahmen erforderlich sind,
um eine Lisung des Hauptproblems in seiner nicht-reduzierten Form an-
zugreifen. Zundgchst beginnen wir damit, die genannte Reduktion genauer
zu erldutern.

2.1 Problemreduktion

Im Abschnitt 1.3 haben wir das Beispiel eines pradikatenlogischen
Schlusses kennengelernt, ndmlich
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Vr [A(x) — S(z)]
Va [S(z) — H(z)]
Vo [A(x) — H(z)]

Dort wurde erldutert, wie diese Form durch Abstraktion (und damit
Reduktion) aus der natiirlichen Form menschlichen SchlieBens entsteht.
Eine solche Problemreduktion ist immer dann erforderlich, wenn die Pro-
blemstellung sich andernfalls als zu kompliziert erweist, was in unserem
Fall zweifelsohne in extremer Weise gegeben ist. Es ist allerdings wich-
tig, nach der Problemreduktion das urspriingliche Problem nicht ganz zu
vergessen. Vielmehr sollte man sich nach Lésung des reduzierten Pro-
blems dann wieder an die des urspriinglichen Problems heranmachen. In
dem vorliegenden Fall ist selbst das reduzierte Problem von einer befrie-
digenden Losung leider noch allzuweit entfernt, so dafl wir uns mit der
Losung des Problems des menschlichen Schlieffens in seiner natiirlichen
Form wohl noch einige Zeit gedulden miissen. In diesem Abschnitt fithren
wir nun noch weitere Reduktionsschritte durch, um uns an eine Losung
in dieser Weise heranzuarbeiten.

Zunichst einmal ist die oben illustrierte tabellarische Darstellung
eines Schlusses unnétig platzaufwending, so dafl wir sie lieber durch eine
sequentielle Darstellung ersetzen, die bei dem gleichen Beispiel zu folgen-
der Formel fiihrt.

Vo [A(z) — S(z)] & Vz [S(z) — H(z)] + Va [A(x) — H(x)]

Wie aus dem Vergleich beider Darstellungen zu ersehen, werden die Prd-
missen des Schlusses untereinander durch das Zeichen “&” verkniipft
(anstatt sie der Reihe nach untereinander aufzulisten); der Préamissenteil
wird mit der Konklusion des Schlusses durch das Ableitbarkeitssymbol +
verkniipft (anstelle des waagerechten Schlufistriches vorher).

Diese beiden Zeichen sind nicht zufillig so gew#hlt, handelt es sich
doch logisch im ersteren Fall um eine Und—Verkniipfung und im zweiten
Fall um eine Wenn-Dann—Beziehung. Beide Beziehungen gibt es schon
innerhalb der Pramissen— und Konklusionsteile eines Schlusses, also in der
Objektsprache, wie man hierzu auch sagt. Im Gegensatz dazu werden die
neuen Zeichen nun in der Metasprache eingesetzt und zwar in der Weise,
dafl mit ihnen “Formeln der Metasprache”, ndmlich Schliisse, gebildet
werden, wobei die Formeln der Objektsprache (also die Prémissen und
die Konklusion) als Grundzeichen der Metasprache aufgefait werden.

Wenn es sich nun aber auf beiden Sprachebenen, der Objekt— und
der Metaebene, um die gleichen logischen Operationen, ndmlich dem
“und” bzw. dem “wenn—dann”, handelt, warum dann iiberhaupt die
Unterscheidung in verschiedene Sprachebenen? In der Tat vereinfacht
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sich unsere Problemstellung durch eine solche Verschmelzung der beiden
Sprachebenen zu einer neuen Objektsprache, die in diesem Fall jedoch
identisch mit der alten ist. Das heifit, wir verwenden tatséchlich anstelle
des “&” die Und—Verkniipfung der Pradikatenlogik, die iiblicherweise mit
A bezeichnet wird (in unserem Beispiel aber zuféllig nicht auftritt), und
anstelle des “-” das {ibliche “ — ”. Unsere Formel lautet damit

Vo [A(z) — S(x)] A Vo [S(z) — H(z)] — Va [A(x) — H(x)]

Hierbei hat sich die Metasprache nur verschoben und ist nicht vollig
verschwunden, denn genaugenommen miilite das Ableitbarkeitssymbol
nun vor die gesamte Formel geschrieben werden. Mit dieser Umformung
haben wir das Deduktionstheorem der Prédikatenlogik illustriert (siehe
Theorem 2.3.1).

Damit ist die erste Problemreduktion dieses Abschnitts abgeschlos-
sen. Wie eingangs erwihnt, sollte eine solche Reduktion nicht vollends in
Vergessenheit geraten, da mit ihr praktisch immer etwas verloren geht.
Im vorliegenden Fall ist, besonders in komplexeren Fillen, nun nicht mehr
klar erkennbar, was als Pramisse bzw. als Konklusion fungiert. Zum Bei-
spiel 148t sich in der letzteren Form nicht mehr unterscheiden, ob es sich
urspriinglich um einen Schlufl mit 0, 1 oder 2 Préamissen handelt. Die-
ser Informationsverlust kann sich spéater nachteilig bei der Problemlésung
bemerkbar machen, worauf wir hier ausdriicklich aufmerksam machen.

Im Hinblick auf die zweite und entscheidende Reduktion dieses Ab-
schnitts (hin zur Aussagenlogik) {iberlegen wir uns, wie man sich natiirli-
cherweise von der Giiltigkeit dieser Formel {iberzeugen wiirde. Das heif}t,
wir wollen beweisen, dafl diese Konklusion aus diesen beiden Primissen
folgt. Die Konklusion stellt eine All-Aussage dar. Wie in der Schulma-
thematik gelernt, wahlen wir uns daher ein festes, aber beliebiges Element
aus dem betreffenden Bereich, das wir im Beispiel mit ¢ bezeichnen wol-
len. Mit anderen Worten, anstelle der Konklusion Vz [A(z) — H(x)]
betrachten wir die vereinfachte Konklusion A(c¢) — H(c). Koénnen wir
die letztere beweisen, dann gilt sie fiir alle Elemente, da ja ¢ vollig belie-
big gewahlt war, also gilt die urspriingliche Konklusion. Beide Préamissen
sind wiederum All-Aussagen. Wenn sie gelten (was wir bei Pramissen
annehmen koénnen), dann gelten sie auch fiir jedes einzelne Element, zB.
fiir unser gewahltes c. Angenommen nun, die Voraussetzung der so ve-
reinfachten Konklusion, A(c), gilt. Dann schliefen wir mit der verein-
fachten ersten Priamisse hieraus, daf§ auch S(c) gelten muf, also, wegen
der vereinfachten zweiten Pramisse, auch H(c), was insgesamt in der ve-
reinfachten Konklusion behauptet wurde, womit insgesamt der gesuchte
Beweis gefiihrt ist. Bei genauer Analyse dieses Beweises siecht man leicht,
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dafl er iiber den Weg eines Beweises der Formel
[A(c) — S(e)] A [S(e) — H(c)] — [Ale) — H(c)]

erbracht wurde. Beim Beweis dieser Formel hat die innere Struktur der
Formelteile zwischen den logischen Operatoren (wie zB. A(c)), keine
Rolle mehr gespielt. Wir kénnen unsere Problemstellung also dadurch
reduzieren, daf§ wir diese innere Struktur ganz ignorieren. Dies wird
mittels Ersetzung dieser Formelteile durch einfache Zeichen erreicht. Er-
setzen wir zB. A(c) durch P, S(¢) durch @ und H(c) durch R, so
entsteht eine Formel der Aussagenlogik.

[P — Q] N[Q — R] — [P — R]

Wie wir sehen, besteht eine solche Formel der Aussagenlogik aus Zeichen
wie P usw., den sogenannten Aussagenvariablen, die durch die bekann-
ten logischen Operationen miteinander verkniipft sind. Die Aussagen-
variablen stehen fiir einfache Aussagen. So steht in unserem Beispiel P
urspriinglich fiir die Aussage “Das Objekt ¢ ist ein Affe”. Formeln stehen
dann fiir logisch verkniipfte Aussagen.

Das Ergebnis unserer Reduktion kénnen wir nun so zusammenfas-
sen. Beim Beweis der Giiltigkeit von préidikatenlogischen Formeln spielen
Beweise von entsprechenden aussagenlogischen Formeln eine mitentschei-
dende Rolle. Ein Studium der letzteren wird daher auch fiir den allgemei-
nen Fall von Bedeutung sein. Andererseits sind aussagenlogische Beweise
wesentlich einfacher — wenn auch noch immer kompliziert genug, dafl
man weitere Reduktionen in Betracht ziehen kann (was im Verlauf dieses
Kapitels geschehen wird). Wir werden uns fiir den Rest dieses Kapitels
daher nun ausschlieSlich mit der Aussagenlogik beschéftigen und auf die
Préadikatenlogik erst wieder im néchsten Kapitel zuriickkommen.

2.2 Die Sprache der Aussagenlogik

Die syntaktische Struktur von Formeln der Aussagenlogik (wie der
letzten Formel des vorangegangenen Abschnitts) diirfen wir als bekannt
voraussetzen (siche auch Abschnitt 3.1). Fiir unsere Zwecke wird sich
jedoch die Darstellung aussagenlogischer Formeln in Form von Matrizen
als zweckméflig erweisen. Wir beginnen daher mit der Definition solcher
Matrizen und zeigen anschlielend, wie sie als aussagenlogische Formeln
zu interpretieren sind.

Definition 2.2.1
PO sei ein Alphabet, also eine nichtleere, endliche oder abzdihlbar unend-
liche Menge. Seine Elemente nennen wir Aussagenvariablen (oder Atome)
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und bezeichnen sie (in der Regel) mit den Buchstaben P, @ oder R.
Solche Bezeichnungsvereinbarungen schlieffen immer auch die Mdoglich-
keit mit ein, die vereinbarten Zeichen mit Indizes, Strichen oder ande-
ren Verzierungen versehen zu kinnen. Aussagenvariablen lassen sich
als nullstellige Prddikatszeichen auffassen, womit sich der Index in P°
erkldrt.

Literale sind Atome P oder deren Negation =P (entsprechend wer-
den sie auch als positiv und negativ unterschieden). Zum Unterschied
von Literalen mit Variablen in der Prddikatenlogik sprechen wir hier
manchmal auch von Grundliteralen. Sie werden mit K, L oder M
bezeichnet.

Klauseln sind (endliche, mdglicherweise leere) Mengen von Litera-
len. Matrizen sind (endliche, mdglicherweise leere) Mengen von Klau-
seln. Klauseln bezeichnen wir mit ¢, d und e, Matrizen mit D, E und
F . Fiir ein Literal L in der Klausel ¢ schreiben wir auch L€.

Beispiele von Matrizen sind die folgenden. {{P},{—P}} enthélt zwei
Klauseln mit je einem Literal, sogenannte Einerklauseln.

{{P,-Q, R}, {-R, R}, {}}

enthalt drei Klauseln, von denen die letzte leer ist. Hier tritt das Literal R
in der ersten und der zweiten Klausel — nennen wir diese Klauseln ¢ und
d — auf. Die eingefiihrte Indexnotation dient dazu, solche mehrfachen
Vorkommen von gleichen Literalen voneinander unterscheiden zu kénnen.
Den Index werden wir aber nur nach Bedarf anfiigen und wiirden im
Extremfall dann fiir diese Matrix

{{Pcv (_'Q)cv Rc}v {(_'R)dv Rd}’ {}}

schreiben. {} bezeichnet hier die leere Klausel (in anderem Kontext auch
die leere Matrix). Fiir sie schreiben wir auch das fiir die leere Menge
iibliche ().

Einer der Vorteile von Matrizen gegeniiber Formeln ist ihre einfache
Mengenstruktur. Dies hat zur Folge, dafl Vertauschungen von Elementen
die Matrix nicht &ndern. Allgemein ist es das Ziel einer guten Représen-
tation, daf} sie zwei Objekte genau dann verschieden représentiert, wenn
sich diese in mindestens einer interessanten Eigenschaft unterscheiden.
Welche FEigenschaften interessant sind, ist dabei kontextabhéngig. In
dieser Weise sind (fiir unsere Zwecke uninteressante) Eigenschaften der
logischen Operationen (nédmlich ihre gegenseitige Austauschbarkeit so-
wie Assoziativitit, Kommutativitit und Idempotenz) unmittelbar in die
Struktur miteingebaut.
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Ein weiterer Vorteil ist die Neutralitit von Matrizen (als Mengen)
gegeniiber der Art der intendierten Beweisfithrung, sei es eine direkte
(affirmative) oder indirekte (mittels Widerspruch). Mit anderen Wor-
ten, bei Matrizen gibt es diesen Unterschied im Gegensatz zu Formeln
nicht mehr. Andererseits wollen wir uns unter Matrizen durchaus auch
logische Formeln vorstellen kénnen. Welche Formel eine gegebene Ma-
trix représentiert, mufl demnach davon abhéngen, welche dieser beiden
verschiedenen Beweismoglichkeiten man bevorzugt.

Definition 2.2.2
Sei F' eine Matriz, also von der Gestalt {c1,...,c,} mit
¢i ={Li1,...,Lim, } . In bezug auf direkte Beweise reprisentiert
e cin Literal sich selbst,
o cine Klausel die Konjunktion ihrer Literale und
o cine Formel die Disjunktion threr Klauseln.
In bezug auf indirekte Beweise reprasentiert
e cin Literal seine negierte Form (dh. P reprisentiert =P und —P
reprisentiert P ),
o cine Klausel die Disjunktion threr Literale und
o cine Formel die Konjunktion ihrer Klauseln.
Im ersten Fall sprechen wir auch von positiver, im zweiten von negativer
Reprdsentation.

Die Vertauschung des “Vorzeichens” bei Literalen im Falle von indirekten
Beweisen riihrt natiirlich davon her, dafl man die gegebene Formel negiert
(um dann einen Widerspruch herzuleiten). In diesem Zusammenhang
sei auch daran erinnert, daBl nach den de-Morganschen Gesetzen eine
negierte Konjunktion zur Disjunktion — und umgekehrt — wird.

Wegen des, vermoge dieser Definition hergestellten, engen Zusam-
menhangs zwischen Matrizen und Formeln verwenden wir beide Begriffe
nahezu synonym. Die repréisentierten Formeln sind im positiven Fall in
disjunktiver, im negativen Fall in konjunktiver Normalform. Bekannt-
lich 148t sich jede aussagenlogische Formel in jede dieser Normalformen
iiberfithren. In diesem Sinne représentieren Matrizen auch Formeln, die
nicht in Normalform sind, worauf wir im Abschnitt 2.5 noch genauer zu
sprechen kommen.

In der Resolutionsliteratur beschrinkt man sich ausschliefllich auf
indirekte Beweise. Hier versteht man unter einer Klausel eine Disjunktion
(statt einer Menge) von Literalen. Unter der Darstellung einer Formel in
Klauselform versteht man dann eine Menge solcher Disjunktionen.

Die Klauselform ist also eine Mischung zwischen der iiblichen logi-
schen Form und der in der Definition angegebenen Mengenform. Der
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2.2. Die Sprache der Aussagenlogik

Grund fiir diese unschéne Mischform liegt darin, daf} ein in einer Klausel
mehrfach auftretendes Literal in der Klauselform auch mehrfach représen-
tiert werden kann, wihrend die Mengenform es nur einfach darstellt. Die-
ser Grund ist jedoch alles andere als iiberzeugend, weshalb wir dieser
Praxis, mag sie auch noch so verbreitet sein, nicht folgen kénnen. Zum
einen kénnte man das gleiche Argument auch fiir die Klauseln selbst
geltend machen, da es ja in einer Matrix auch mehr gleiche Klauseln
geben kann, so dafl man dann konsequenterweise auch von einer Kon-
junktion (statt einer Menge) von Klauseln ausgehen miifite. Umgekehrt
148t sich das mehrfache Auftreten jedoch auch in der Mengenform leicht
realisieren, indem man jedes Literal noch zusétzlich durch sein Auftreten
markiert (siche [Bib87]), was wir hier nur deswegen unterlassen haben,
um den Leser mit dem daraus resultierenden und fiir das folgende relativ
unwichtigen technischen Ballast zu verschonen.

Im Hinblick auf die im iibernéchsten Abschnitt eingefiihrte Charak-
terisierung giiltiger Formeln wird sich eine zweidimensionale Darstellung
in der Form tatséchlicher Matrizen (wie aus der linearen Algebra be-
kannt) als besonders anschaulich erweisen. Zu diesem Zweck stellen wir
eine Disjunktion als horizontale Folge und eine Konjunktion als vertikale
Folge ihrer Elemente dar. Zur Klammerersparnis bedienen wir uns der
iiblichen Vereinbarung, daf} die logischen Operatoren durch die Folge —,
A, V, —, «—, < nach abnehmender Prizedenz geordnet sind. Die
Matrix

{{_'P7 Q, R}> {_'Q7 _'R}’ {Pa Q}}

reprasentiert demnach positiv die Formel
-PAQARV-QA-RVPAQ

und wird in Matrixform wie folgt dargestellt.

—|P _‘Q P
Q -R Q
R

Sie hat drei Spalten, die die drei Klauseln repréisentieren. Die gleiche
Matrix représentiert negativ die Formel

(PV=QV-=R)A(QVR)A (=P V -Q).

Sie ist die Negation der vorangegangenen Formel. In Matrixform lautet
sie wie folgt.

29

Zwei-
dimensionale
Darstellung



2. Deduktion in der Aussagenlogik

Matrix als Menge von Mengen

reprdasentiert

reprasentiert
positiv

negativ

Negation ~ Konjunktion v. Disjunktionen

Disjunktion v. Konjunktionen (Vorzeichentausch)

Klauseln als Klauseln als

. 90° Drehun,
Spalten der Matrix - J Zeilen der Matrix
Vorzeichentausch

Abbildung 2.1: Darstellungen von Formeln

P —Q
Q@ R
P -Q =R

Es sind hier die drei Zeilen, die die drei Klauseln représentieren. Man
beachte, dafl die erste in die zweite Matrixdarstellung durch eine 90°
Drehung gegen den Uhrzeigersinn sowie durch eine Vertauschung aller
Vorzeichen iibergeht. Wegen dieses einfachen Zusammenhanges ist es
leicht, von der einen in die andere Darstellung tiberzuwechseln. Im fol-
genden bevorzugen wir in der Regel die positive Darstellung. Der Leser
sei sich dieser Wahl voll bewuflt, da die meisten Autoren einer negati-
ven Darstellung den Vorzug geben. Da dies dazu gefiihrt hat, dafl man
sich der vorhandenen Alternative kaum mehr iiberhaupt bewufit war, soll
unser Vorgehen diese eigentlich natiirlichere Alternative wieder mehr in
Erinnerung bringen. Was wir mit unserem Beispiel bereits illustriert ha-
ben, sei allgemein noch in der Abbildung 2.1 und wie folgt festgehalten.

Lemma 2.2.1

Ist eine Formel durch eine Matrix positiv reprdsentiert, dann ist die Ne-
gation dieser Formel durch die gleiche Matriz negativ reprisentiert.
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Der Sonderfall einer leeren Matrix représentiert eine Disjunktion ohne
Disjunkte, die wir auch mit L bezeichnen, wihrend eine leere Klausel
eine Konjunktion ohne Konjunkte représentiert, die wir mit T bezeich-
nen. Kin besonders wichtiger Spezialfall von Formeln ist durch die fol-
gende Definition gegeben.

Definition 2.2.3

Eine Klausel heifit Horn Klausel, wenn sie hochstens ein negiertes Atom Hornklausel
enthdlt. Eine Matriz heifst Horn Matriz, wenn sie nur aus Hornklauseln

besteht.

Die obige Matrix ist nicht Horn, da sie die Klausel {—Q,—R} mit zwei
negierten Atomen enthilt. Die Matrix

{P}, {-P,Q} {~Q, R}, {~R}}

ist dagegen Horn. In Matrixform lautet sie

-P _‘Q -R
P Q@ R

Waihlt man die negative Reprisentation, so lautet die Matrixform

R
Q -R
P —Q

-P

Setzt man zur Vermeidung von Negationen in diese letztere Form die PROLOG
Implikation ein, so ergibt sich die in der Programmiersprache PROLOG
so (oder dhnlich) verwendete Form.

R.

Q <+« R

P — Q.
— P?

In dieser Form spricht man daher von Logikprogrammen. In ihnen werden Logik-
die einzelnen Klauseln (wie natiirlichsprachliche Sétze) durch einen Punkt programm
abgeschlossen. Zur Kennzeichnung der Anfrage verwenden wir analog
das Fragezeichen. Die Zeichengebung variiert aber bei den verschiedenen
PROLOG-Realisierungen.

Auf der linken Seite jeder Klausel enthélt ein Logikprogramm ge-
nau ein Literal, das nur in der Anfrageklausel fehlen darf. In jiingster
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Zeit werden auch disjunktive Logikprogramme untersucht, in denen im
Unterschied zu den eben besprochenen auch auf der linken Seite jeder
Klausel mehr als ein Literal auftreten darf. Auf diese letztere Form 143t
sich jedoch jede aussagenlogische Formel in einfacher Weise umformen.
Disjunktive Logikprogramme unterscheiden sich daher nicht merklich von
der allgemeinen Form aussagenlogischer Problemstellungen.

2.3 Die Semantik der Aussagenlogik

Satze der natiirlichen Sprache beziehen sich auf die uns umgebende
Wirklichkeit. Wir sagen dazu, dafl sie etwas bedeuten. Was “bedeuten”
heifit, wird in der Semantik untersucht.

Die Sprache der Aussagenlogik haben wir als eine reduzierte Form
der natiirlichen Sprache erklart, also sollten wir uns auch hier die zu-
gehorige Semantik klarmachen. In Abschnitt 2.1 haben wir gesehen, dafl
Aussagenvariablen fiir einfache Aussagen stehen. Wenn wir P schreiben,
kann damit etwa die Aussage “Das Objekt ¢ ist ein Affe” gemeint sein.
Schon der Name “Variable” deutet an, dafl eine solche Bedeutungsbin-
dung nicht als fest zu verstehen ist, sondern daf} sie variieren kann. Mit
anderen Worten, mit P kann irgendeine Aussage gemeint sein. Fine In-
terpretation legt fest, welche Bedeutungsbindung wir im konkreten Fall
meinen.

Da unser Interesse besonders auf das Beweisen von logischen Zusam-
menhéngen konzentriert ist, kommt es uns in der Regel auf den Inhalt der
Aussage gar nicht im einzelnen an. Vielmehr geniigt es meist zu wissen,
ob die betreffende Aussage als wahr oder falsch zu betrachten ist. Da mit
der Menge der wahren Aussagen die der falschen (als Komplementmenge)
mitbestimmt und damit insgesamt das Modell einer méglichen Welt bes-
chrieben ist, ergibt sich also die folgende Definition, die aus der Menge P°
der Aussagenvariablen (Definition 2.2.1) die Menge der wahren Aussagen
als Modell bestimmt.

Definition 2.3.1
FEin Modell fir PV ist eine endliche Teilmenge von PP .

Hat man ein Modell und bildet mit einer logischen Operation aus einfa-
chen Aussagen eine kompliziertere Aussage, dann 148t sich einfach fests-
tellen, ob die kompliziertere Aussage in dem Modell wahr ist oder nicht.
Denn fiir die einfachen Aussagen wissen wir den Wahrheitswert aus dem
Modell und der Wahrheitswert der komplizierteren Aussage berechnet
sich daraus etwa mittels der bekannten Wahrheitstabellen (siehe unten),
die die natiirliche Bedeutung der logischen Operationen widerspiegeln.
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Da unsere im letzten Abschnitt eingefiithrten Matrizen solche komplizier-
teren Aussagen repréisentieren, gilt das gleiche fiir sie, was in der folgen-
den Definition zu Ausdruck kommt.

Definition 2.3.2
Unter einem Modell M hat bei positiver Reprdsentation
o cin Atom P den Wert T (wahr), wenn P € M, andernfalls den
Wert L (falsch),
o cin negiertes Atom —P den Wert L, wenn P € M, andernfalls
den Wert T,
o cine Klausel den Wert T, wenn alle Literale in ihr den Wert T
haben, andernfalls den Wert L, und
e cine Matrix den Wert T , wenn mindestens eine Klausel in ihr den
Wert T hat, andernfalls den Wert 1 .
Der Fall der negativen Reprisentation entsteht hieraus durch Vertau-
schung von T mit L. Hat eine Matriz ' den Wert T , dann schreiben
wir M = F wund sagen, dafy M ein Modell fir F ist. Gibt es fiir eine
Formel ein solches Modell, dann heifit sie auch erfiillbar.

Diese Definition erlaubt uns, die Diskussion aus dem Abschnitt 1.3 auf ei-
ner formaleren Ebene fortzusetzen. Insbesondere haben wir dort von den
giiltigen Schliissen gesprochen, die aus rein logischen Griinden, unabhéngig
von den Inhalten der Aussagen gelten. Der zugrundeliegende Begriff kann
formal wie folgt gefafit werden.

Definition 2.3.3

Ein Schluf$ von einer Menge £ wvon Formeln auf eine Formel F  heifit
giiltig, wenn fiir jedes Modell M aus M |= E, fir alle E€ &, MEF
folgt, dh. ein Modell fiir alle Formeln in & ist notwendig auch ein Modell
von F. Im Falle von giiltigen Schliissen schreiben wir £ = F und sagen,
F folgt logisch aus & .

Definition 2.3.4
Eine erfillbare Formelmenge zusammen mit allen Formeln, die aus ihr
logisch folgen, nennt man auch eine Theorie.

Die erste in Abschnitt 2.1 durchgefiihrte Reduktion 148t sich nun mit dem
folgenden Deduktionstheorem formal rechtfertigen.

Theorem 2.3.1
Fiir jede endliche Menge £ von Formeln und zwei weiteren Formeln E, F
gilt EU{E} E F genau dann, wenn € EE — F.
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Durch mehrfache Anwendung dieses Theorems 148t sich die Frage nach
der Giiltigkeit eines Schlusses immer auf die Frage nach der logischen
Giiltigkeit in dem folgenden Sinne zuriickfiithren.

Definition 2.3.5
Eine Formel F heifit (logisch) giiltig (oder eine Tautologie), wenn = F,
dh. wenn, fir alle Modelle M, M = F gilt.

Unsere zentrale Frage ist damit zu der nach der Giiltigkeit logischer
Formeln geworden (bzw. zu der nach Unerfiillbarkeit, wenn man der ne-
gativen Reprisentation den Vorzug gibe). Sie la8t sich zB. durch das
bekannte Verfahren beantworten, wonach der Wahrheitswert einer gege-
benen Formel fiir alle moéglichen Wahrheitsbelegungen der Aussagenvaria-
blen einfach der Reihe nach anhand der Wahrheitstabellen ausgerechnet
wird (siehe Abschnitt 2.7.7). Der folgende Abschnitt wird den Grund-
stock fiir ein effizienteres Vorgehen legen.

2.4 Eine Charakterisierung der Giiltigkeit

Schon im Abschnitt 1.3 haben wir festgestellt, daf} sich die Giiltigkeit
eines Schlusses (bzw. einer Formel, wie wir jetzt nach dem im letzten
Abschnitt Festgestellten sagen) an strukturellen Merkmalen zeigen muf.
Eine solch strukturelle Charakterisierung werden wir in diesem Abschnitt
angeben.

Die einfachste Form einer giiltigen Formel ist P — P . Sie ist gleich-
wertig mit —P V P. Hierbei ist zu bemerken, dafl wir in diesem Buch
ausschliefilich die klassische Logik behandeln (in der — in Abschnitt 5.4
kurz erwiéhnten — intuitionistischen Logik wére nédmlich diese Gleich-
wertigkeit nicht gegebenen). Was immer der Wahrwert ist, der P in
einem Modell zukommt, eines der Literale erhélt in jedem Fall den Wert
wahr, also wird diese Disjunktion immer wahr sein. Sie bleibt auch wahr,
wenn man noch weitere, beliebige Disjunktionsglieder hinzufiigt. Umge-
kehrt hat jede giiltige Disjunktion von Literalen eine solche Gestalt. Zur
Priifung ihrer Giiltigkeit mufi man also nur fiir jedes Disjunktionsglied
feststellen, ob auch dessen Negation als Disjunktionsglied auftritt.

Damit bietet sich ein weiteres Verfahren — neben der bereits im
letzten Abschnitt erwdhnten Wahrheitswertmethode — zum Nachweis
der Giiltigkeit einer beliebigen Formel an. Ndmlich man transformiert in
bekannter Weise die gegebene Formel in konjunktive Normalform. Auf-
grund der Eigenschaften der Konjunktion ist eine solche Formel giiltig
genau dann, wenn jedes der Konjunktionsglieder giiltig ist. Letztere sind
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aber genau von der eben besprochenen Form. Der Nachteil dieses Ver-
fahrens besteht in dem groflen Aufwand, der fiir die Transformation in
Normalform zu erbringen ist. Die nun folgende Charakterisierung be-
ruht auf der Idee, dafl man diese Konjunktionsglieder bereits aus der
gegebenen Formel ablesen kann, ohne die Transformation explizit dur-
chzufithren. Es handelt sich nédmlich genau um die wie folgt definierten
Pfade.

Definition 2.4.1

Ist {c1,...,cn} eine Matriz, so ist jede Menge {L{',..., LS} ein Pfad
durch diese Matriz. (Die indizierten Literale waren in Definition 2.2.1
eingefiihrt.)

So hat die Matrix
-P —-Q =R

die vier Pfade
{P7 _'P7 _'Q7 _'R}7 {P7 _'Pa Ra _'R}a {Pv Q7 _'Qa _'R}a {Pv QaRa _'R} .

Man kann sie sich anschaulich als Pfade vorstellen, die die Matrix von
links nach rechts iiber die Literale durchlaufen.

Definition 2.4.2

Fine Konnektion in einer Matriz ist eine Teilmenge der Form {P,—P}
eines Pfades durch die Matriz. FEine Menge von Konnektionen in einer
Matrixz heifit eine Paarung (englisch mating). Fine Paarung heif$t auf-
spannend, wenn jeder Pfad mindestens eine ihrer Konnektionen enthdlt.

Die Literale einer Konnektion werden auch komplementdr zueinan-
der genannt. Ebenso heifit ein Pfad komplementdr, wenn er eine Kon-
nektion (als Teilmenge) enthélt. Eine Matrix heifit komplementdr, wenn
jeder ihrer Pfade komplementér ist, dh. wenn es eine Paarung gibt. Die
letzteren Begriffe sind in der Aussagenlogik redundant und gewinnen erst
im néchsten Kapitel an Bedeutung.

Die obige Matrix enthélt eine solche aufspannende Paarung, die in
Abbildung 2.2 veranschaulicht ist. Nach dem Vorangegangenen gilt das
folgende Charakterisierungstheorem der Konnektionsmethode.

Theorem 2.4.1
Eine Formel ist giiltig genau dann, wenn sie eine aufspannende Paarung
aufweist.
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/P -Q R
QRS

Abbildung 2.2: Eine aufspannende Paarung

Unter einem Beweisverfahren verstehen wir ein Verfahren zum Nach-
weis der Giiltigkeit einer Formel. Unter der Konnektionsmethode verste-
hen wir die Familie der Beweisverfahren, die auf dem vorangegangenen
Theorem beruhen. Eines dieser Verfahren haben wir oben bereits bes-
chrieben. Weitere werden folgen, nachdem wir uns im néchsten Abschnitt
mehr Klarheit iiber die Tragweite solcher Verfahren fiir Formeln verschafft
haben, die nicht in Normalform sind.

2.5 Normalformtransformationen

Die im Abschnitt 2.2 eingefiihrten Matrizen repréisentieren, wie dort
erwihnt, Formeln in Normalform. Im allgemeinen sind wir natiirlich
auch an der Frage nach der Giiltigkeit von Formeln interessiert, die nicht
in Normalform sind. Diese lassen sich jedoch in Normalform &quiva-
lent tiberfithren, dh. die Ausgangsformel und die resultierende Formel der
Transformation haben bei jeder Interpretation den gleichen Wahrheits-
wert (sieche hierzu Abschnitt 3.4).

Dazu ersetzt man im wesentlichen jede Teilformel der Gestalt F' «
G durch die Formel FF A G V =F A =G (oder auch durch die Formel
(FF — G) A (F «— G), was aber im weiteren Verlauf weniger von Vorteil
ist), jede Teilformel der Gestalt F' — G durch —=F V G und eliminiert
alle Negationszeichen mit Ausnahme derjenigen in den Literalen durch
Anwendung der de-Morganschen Gesetze. Die entstehende Und-Oder—
Formel ist dann in sogenannter Negationsnormalform. Anschlielend er-
setzt man unter Anwendung des Distributivgesetzes jede Teilformel der
Gestalt EA (FV G) durch EAFV E A G, woraus schlielich eine For-
mel in disjunktiver Normalform resultiert, die dann als Matrix dargestellt
werden kann. Wir wollen dieses Transformationsverfahren als das Dis-
tributionsverfahren bezeichnen. Man beachte das verdoppelte Auftreten
von F im Ergebnis ebenso wie die Verdoppelung des Formelteils bei der
Ersetzung der Aquivalenz. Beides fiihrt zu einer erheblichen, tatsichlich
exponentiellen Formelaufblihung durch dieses Verfahren.

So entstehen bei der Anwendung des Distributionsverfahrens auf die
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Formel (A1 V By) A ... A (A, V B,) insgesamt 2" Klauseln.

Der Rechenaufwand, den ein solch exponentielles Verfahren verur-
sacht, 1483t sich wohl auch in Zukunft von keiner Rechenmaschine bewélti-
gen. Man beachte dabei jedoch, daf sich solche Aussagen immer auf den
denkbar schlechtesten Fall beziehen, so daf} ein exponentielles Verfahren
in der Praxis durchaus brauchbar sein kann.

Umgekehrt kénnten wir zur Behandlung von Formeln, die nicht in
Normalform sind, auch den Begriff der Matrix dadurch verallgemeinern,
dafl wir in den Klauseln statt Literale selbst wieder Matrizen zulieflen.
Solch beliebig tief geschachtelte Matrizen (also Mengen von Mengen von

. von Mengen von Literalen) repriisentieren Formeln in Negationsnor-
malform. Mit ihnen 148t sich alles durchfiihren, was wir bisher mit den
Normalformmatrizen gemacht haben und weiter machen werden. Ins-
besondere gilt das Charakterisierungstheorem der Konnektionsmethode
analog auch fiir diesen allgemeinen Fall illustrieren (siche Kapitel IT in
[Bib87]). Wir werden dies an vereinzelten Beispielen (zB. in Absch-
nitt 2.7.3 im Zusammenhang mit der Reduktion FACTOR sowie in der
Abbildung 5.1).

Der Nachteil eines solchen Vorgehens ist der unvermeidlich umfan-
greichere technische Aufwand, der viele Leser abschreckt. Man gewinnt
dabei aber andererseits den enormen Vorteil, daf§ die durch die Normal-
formtransformation verursachte, oben erwiahnte Formelaufblihung vollig
vermieden werden kann. Insoweit ergibt sich also die Wahl zwischen ei-
nem exponentiellen und damit im Hinblick auf die Erfolgschancen duferst
ungiinstigen Verfahren (dem Distributionsverfahren) und einem technisch
sehr anspruchsvollen Verfahren, das auf der Verwendung allgemeiner Ma-
trizen beruht. Erfreulicherweise gibt es noch das folgende definitorische
Transformationsverfahren, bei dem die Aufblahung nur relativ harmlose
Ausmafle annimmt. Dieses wollen wir im folgenden kurz erldutern.

Betrachten wir etwa das Beispiel einer Aquivalenz F < G. Wir
formulieren diese Formel zur Formel [E < (F < G)] — E um.
Sie behauptet nun FE unter der Voraussetzung, dafi F als Abkiirzung
fir die urspriingliche Aquivalenz steht. Tatséchlich geniigt in dem die
Abkiirzung definierenden Teil der Pfeil in die F definierende Richtung,
also [E «— (F < G)] — E. Denn erweist sich diese Formel als giiltig
(was im anschlieenden Beweisverfahren dann getestet wird), so folgt die
Giiltigkeit auch fiir die urspriingliche Formel, was man sich in einfacher
Weise iiberlegen kann.

Die eben beschriebene Umformung 148t sich auf jede Teilformel an-
wenden. Nehmen wir zum Beispiel an, dafl in unserer Ausgangsformel G
tatséchlich von der Form G; V Gy ist, die wir nur durch G abgekiirzt
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haben. Dann ergibt die Umformung
[G<—G1\/G2]/\[E<—(F<—>G)]—>E

Wendet man auf diese Formel das am Beginn dieses Abschnitts beschrie-
bene, iibliche Transformationsverfahren an, so ergibt sich die folgende
Formel (in disjunktiver Normalform).

-GANGIV-GANGyV-ENFANGV-EAN-FAN-GVE

Hétten wir dieses gleiche Transformationsverfahren ohne die eingefiithrten
Abkiirzungen auf die urspriingliche Formel direkt angewandt, so ergéibe
sich die folgende Formel als Ergebnis.

FANGLVFANGyV-FA-GLV-F NGy

In diesem einfachen Fall ist die erstere Formel mit elf Literalen noch ge-
ringfiigig langer als die zweite mit acht Literalen. Man beachte jedoch,
daf} die zweite Formel von den urspriinglichen nichtlogischen Formelzei-
chen F,G1,Gy doppelt so viele Vorkommen wie die erste hat. Wenn
diese Zeichen selbst wieder fiir (moglicherweise lange) Formeln stehen,
dann erweist sich umgekehrt die zweite Formel als die eindeutig lédngere
(da ja die neu eingefiihrten Zeichen immer atomar sind).

Das Verfahren besteht also darin, da man nach Umformung der
gegebenen Formel in die Und-Oder—Form fiir jede Teilformel, die nicht
Literal ist, einen Namen einfiihrt, die Konjunktion der Definitionen dieser
Namen in der oben beschriebenen Weise bildet und die Giiltigkeit des
Namens der Gesamtformel unter der Voraussetzung dieser Konjunktion
behauptet.

Der Grund fiir den Vorteil des hiermit illustrierten definitorischen
Transformationsverfahrens im Vergleich mit dem Distributionsverfahren
ist auch allgemein leicht einzusehen. Es wendet némlich die aufbldhenden
Umformungsgesetze immer nur auf die Definitionsglieder der Gesamt-
formel an, die wegen der Namensverwendung immer nur von geringer
Schachtelungstiefe sind. Im Gegensatz dazu werden im iiblichen Verfah-
ren diese Gesetze auf Formeln unbeschriankter Schachtelungstiefe ange-
wandt, was genau zu der exponentiellen Aufbldhung Anlafl geben kann.
Eine genaue Analyse der Komplexitit ergibt in der Tat, dafl das defi-
nitorische Verfahren linear in der Lénge der Ausgangsformel ist [Ede91]
(entgegen dem von kleinen Beispielen erweckten Anschein). Im Vergleich
zu dem exponentiellen Verhalten des iiblichen Verfahrens erweist sich dies
daher tatséchlich als harmlose Aufblihung, die man, jedenfalls in einem
ersten Anlauf, in Kauf nehmen kann.
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2.6 Ein einfacher Konnektionskalkiil

Wir kommen nun zuriick auf die Frage des vorvorherigen Abschnitts
nach einem besseren Verfahren zum Test der Existenz aufspannender Paa-
rungen. Zum Einstieg in derartige Uberlegungen sollte man sich zunichst
das folgende klarmachen.

Eine Matrix mit einer Klausel von m Literalen hat m Pfade. Fiigt
man eine weitere Klausel mit n Literalen hinzu, so fachert sich jeder
bisherige Pfad in n Pfade auf, so dafl insgesamt m - n Pfade entstehen;
usw. Die Anzahl der Pfade ist also das Produkt der Anzahlen der Literale
in den Klauseln. Sie ist also eine exponentielle Funktion von der Grofle
der gegebenen Matrix. Ein Vorgehen, das erst alle Pfade berechnet (wie es
bei der Transformation in konjunktive Normalform geschieht) und danach
jeden Pfad auf Konnektionen priift, wird daher meist schon im ersten Teil
dieses Vorgehens mangels ausreichender Ressourcen scheitern.

Andererseits kann jede Paarung aus hochstens quadratisch vielen
Elementen bestehen. Denn wenn es n Literale in der Matrix gibt, dann
kann eines davon nur mit n weiteren konnektiert werden und dies eben
hochstens n mal (offensichtlich sogar eine sehr grofiziigige Abschétzung).
Da es also viel mehr Pfade als Konnektionen gibt, muf} eine Konnektion in
der Regel gleich eine Reihe von Pfaden als komplementér erweisen. Man
muf} also tunlichst von den Konnektionen, und nicht von den Pfaden,
ausgehen.

2.6.1 Das Extensionsverfahren

Betrachten wir unser Beispiel vom vorvorherigen Abschnitt, ange-
reichert mit zwei weiteren Literalen.

-P —-Q -R
P Q@ R
Q R

T

Wahlen wir eine erste Konnektion mit einem Element der durch einen
senkrechten Pfeil markierten Klausel, etwa die P-Konnektion. Sie er-
weist alle Pfade als komplementir, in der sie enthalten ist (in den fol-
genden Abbildungen durch einen Punkt hinter —P gekennzeichnet). In
diesem Fall sind dies genau zwei. Zu priifen ist nun noch die verbleibende
Restmenge von Pfaden. Diese unterteilen wir in die Menge von Pfaden,
die das P enthalten (gekennzeichnet durch die Box um das P in der
Abbildung 2.3), und den Rest. In unserem Fall besteht der Rest genau
aus den Pfaden, die das @ in der ersten Klausel enthalten. Diesen Rest
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Abbildung 2.3: Erster Extensionsschritt

stellen wir zur Behandlung zuriick, was in der Abbildung 2.3 durch einen
schrigen Pfeil angedeutet ist, der auf das erste Element einer Folge von
offenen Literalen weist. Wir sagen, dafl die nachstehende Matrix aus der
vorangegangenen durch einen Extensionsschritt hervorgegangen ist.

Im zweiten Schritt konzentrieren wir uns nun also auf die Menge
der P-Pfade (ohne die bereits behandelten) und wihlen daher darin
eine Konnektion mit einem Literal der wieder durch einen senkrechten
Pfeil markierten nichsten Klausel. Mit anderen Worten, wir wiederho-
len genau das, was wir im ersten Schritt durchgefiihrt haben, nur bes-
chriankt auf die inzwischen reduzierte Pfadmenge. Dieser und alle weite-
ren Schritte sind in der Abbildung 2.4 dargestellt. Betrachten wir zum
Beispiel das Ergebnis des dritten Extensionsschrittes. An diesem Punkt
sind die beiden durch das @ der zweiten Klausel gehenden Pfade in der
derzeit betrachteten Menge getestet (daher der Punkt hinter @ vor Be-
ginn des néchsten Schrittes). Wir kénnen uns daher an dieser Stelle nun
auf die vorher zuriickgestellte Pfadmenge durch das R der zweiten Klau-
sel konzentrieren und von dort aus mit weiteren Extensionsschritt fort-
fahren. Um in die Ausgangslage eines Extensionsschrittes zu gelangen,
wird in einem Zwischenschritt die Kodierung des bisher Erreichten be-
reinigt, wie in der Abbildung mit dem Zeichen ~ illustriert. Ein solcher
Bereinigungsschritt wird nochmals nach dem néchsten Extensionsschritt
sowie am Ende des gesamten Verfahren fillig.

Wir wollen das so illustrierte Verfahren FExtensionsverfahren nen-
nen. Allgemein wird in ihm eine Startklausel mit nur Atomen (daher
auch eine positive Klausel oder Zielklausel genannt) und darin ein Literal
ausgewahlt. Mit diesem Literal wird ein Extensionsschritt durchgefiihrt,
bei dem die anderen Literale der Startklausel unter der Menge der offe-
nen Literale abgespeichert werden. Ein erneuter Extensionsschritt wird
dann von der hierdurch konnektierten Klausel aus nach Auswahl eines
Literals darin ausgefiihrt, das von dem vorher konnektierten Literal ver-
schieden ist. Alternativen zu der dabei ausgewihlten Konnektion werden
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Abbildung 2.4: Weitere Schritte der Ableitung
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in einer weiteren Menge (von Alternativen) verwaltet. In dieser Weise
werden Extensionsschritte so lange ausgefiihrt, bis kein geeignetes Literal
mehr verfiigbar ist. In diesem Fall wird in einem Bereinigungsschritt das
erste Element in der Folge der offenen Literale zur Behandlung hervorge-
holt, durch das dann wieder eine Serie von Extensionsschritten ausgelost
wird, und so fort. Das Verfahren endet erfolgreich mit dem Nachweis
der Giiltigkeit der gegebenen Formel, wenn schliefflich die aus Literalen
bestehende Menge offener Literale leer gerdumt ist. Die Gesamtheit aller
Schritte, die zu einer solchen Endkonfiguration gefiihrt haben, nennt man
auch eine (Extensions—) Ableitung.

Wenn das Verfahren mangels einer geeigneten Konnektion einen
notigen Extensionsschritt nicht durchfithren kann, dann wird das Verfah-
ren mit der bei solchen Suchverfahren iiblichen Riicksetztechnik (englisch
backtracking) mit der obersten Konnektion in der Alternativenmenge in
genau der gleichen Situation wie bei der entsprechenden vorangegange-
nen Alternative neu weitergefiihrt. Ist die Alternativenmenge in einem
solchen Falle jedoch leer, so endet das Verfahren an dieser Stelle mit dem
Nachweis, dafl die Formel nicht giiltig ist.

Wenn wir in diesem Verfahren von der Startklausel fordern, daf sie
nur Atome enthélt, so bedeutet dies keine Einschrinkung der Allgemein-
heit wegen des folgenden, leicht zu beweisenden Sachverhalts, der auch
durch unser Beispiel illustriert ist.

Lemma 2.6.1

FEine giiltige (und nichtleere) Matriz enthdlt mindestens eine Klausel mit
nur unnegierten Atomen und mindestens eine Klausel mit nur negierten
Atomen.

Weiter ergibt sich die Tatsache, dafl das so allgemein beschriebene Exten-
sionsverfahren bei Beendigung die gegebene Formel je nach der beschrie-
benen Abschluflsituation tatséchlich als giiltig bzw. nicht giiltig erweist,
durch eine Verallgemeinerung der am obigen Beispiel illustrierten Argu-
mentation beziiglich der genannten Pfadmengen. Zur Prézisierung und
Vervollstéindigung dieser Aussage wollen wir die hierzu noétigen Eigen-
schaften von Beweisverfahren definieren.

Definition 2.6.1
Wird eine Formel F wvon einem Beweisverfahren B als giiltig erwiesen,
so schreiben wir dafir auch Fg F' .

FEin Beweisverfahren B heifit korrekt, wenn jede von ihm als giiltig
nachgewiesene Formel F auch tatsdchlich giiltig ist; dh. wenn Fg F' gilt,
dann gilt auch |= F . B heifit vollstéindig in bezug auf eine Formelklasse,
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wenn es jede giiltige Formel F aus der Klasse auch als giiltig nachweisen
kann; dh. wenn = F gilt, dann gilt auch Fp F .

FEin Entscheidungsverfahren fiir eine Formelklasse ist ein Beweisver-
fahren, das fiir jede Formel aus der Klasse nach endlich vielen Schritten
entscheiden kann, ob sie giiltig ist oder nicht.

Theorem 2.6.1
Das Eaxtensionsverfahren ist korrekt und (bei Start mit der Zielklausel)
vollstindig fir die Klasse der Hornformeln .

Beim Korrektheitsteil handelt es sich um die soeben informell gegebene
Aussage. Wie dieser ist auch der Vollstdndigkeitsteil in einer Weise einzu-
sehen, wie sie am Beispiel oben illustriert wurde. Warum die Vollsténdig-
keit nur fiir Hornformeln gegeben ist, wird sich in Abschnitt 2.3.5 kléren.
Vorweg 1483t sich sagen, dafl der Extensionsschritt immer von Atomen
ausgeht, die je mit einem negierten Atom in einer neugewéihlten Klausel
konnektiert wird. Hétte diese neugewéhlte Klausel noch ein weiteres ne-
gatives Literal, so wiiflite daher das Verfahren mit ihm nichts anzufangen.

Das Extensionsverfahren ist der Prototyp einer Reihe von praktisch
besonders bedeutsamen Beweisverfahren, von denen wir einige im néchs-
ten Abschnitt kurz besprechen werden. Vorweg wollen wir uns seine
wichtigsten Merkmale nochmals vor Augen fiihren.

Das wichtigste Merkmal des Extensionsverfahrens ist die lineare Ver-
kettung, dh. seine Verkettung von Klauseln mittels linearer Folgen von
Konnektionen, wie sie aus Abbildung 2.4 ersichtlich ist. Man betrachte
dort etwa die Folge der Konnektionen ({P,—P},{Q,-Q},{R,-R}), die
zusammen mit den vier beteiligten Klauseln eine solche lineare Kette
bildet. Jede beteiligte Klausel 148t sich dabei schematisch wie folgt dars-
tellen.

i
'

i
'

Eine Konnektion fiihrt in die Klausel hinein. Im Falle der Startklausel
fehlt dieses Kettenglied. Aus der Klausel fithren dann keine, eine oder
mehrere Konnektionen heraus, je nachdem wieviele Literale in ihr en-
thalten sind; hiervon wird jedoch in jeder Kette nur eine als néchstes
Kettenglied weiterverfolgt.
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{{Pa Q}’ {_'P¢ Q, R}? {_'Qa R}v {_'R}}
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Abbildung 2.5: Eine Tableau-Ableitung

Das Endglied einer solchen Kette ist dann erreicht, wenn es aus der Klau-
sel keine herausfiihrende Konnektion gibt. Jede der gegebenen Klauseln
ist an einer solchen Kette hochstens einmal beteiligt, so daf§ die Ket-
tenlénge durch die Anzahl der gegebenen Klauseln beschrinkt ist. Ein
vollstandiger Beweis 148t sich als ein von den Kettengliedern gebildeter
Baum auffassen, dessen Aste aus den linearen Ketten besteht.

Der Verkettungsprozef3 ist durch die betreffende Klausel und ihre
Konnektionen voll bestimmbar und daher vollig lokaler Natur. Er kann
daher hochst effizient implementiert werden. Genau dies wird in der Pro-
grammiersprache PROLOG ausgenutzt. Ein Programm in PROLOG ist
im wesentlichen eine Hornformel (der Prédikatenlogik). Der Interpreter
von PROLOG ist im wesentlichen ein Beweisverfahren, das hinsichtlich
der aussagenlogischen Struktur auf dem Extensionsverfahren beruht.

2.6.2 Varianten des Extensionsverfahrens

In [Bet55] (vgl. auch [Hin55]) wurden die heute so genannten analy-
tischen Tableaur eingefithrt und in [Smu71] weiter ausgearbeitet. Solche
Tableaux sind Bdume, die im Falle unserer Matrizen die in Abbildung 2.5
an unserem Beispiel des vergangenen Unterabschnitts illustrierte Gestalt
haben.

Die Wurzel des Tableau ist mit der gegebenen Matrix markiert. Die
Nachfolger eines jeden Knotens sind die Literale einer der Klauseln der
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Matrix. Ein Ast des Tableau heif3t abgeschlossen, wenn er zwei komple-
mentére Literale enthélt, was durch einen Punkt gekennzeichnet wird. Im
Beispiel sind alle Aste abgeschlossen, was die Giiltigkeit der Formel signa-
lisiert. Ein Vergleich mit der Abbildung 2.4 macht sofort offensichtlich,
daB die Aste dieses Tableau genau den im Extensionsverfahren betrach-
teten Pfaden entsprechen. Einen weiterfiihrenden Vergleich werden wir
in Abschnitt 4.2 geben.

Schon hier 148t sich also feststellen, dal das Tableau—Verfahren der
Familie der Konnektionsverfahren angehotrt. Tatséchlich bietet es eine
tibersichtlichere Form, Beweise darzustellen. Bei der Suche nach Bewei-
sen und in der Entwicklung von Beweisstrategien ist es dem Extensions-
verfahren weit unterlegen, da dieses die vorhandene Information nicht
wie beim Tableau zerstreut, sondern an ihrem Ort beldfit. Extensionsar-
tige Verfahren sind in diesem Sinne Vor-Ort—Verfahren (englisch in-place
method), was eine ihrer Stirken ausmacht.

Ebenso wie das Extensionsverfahren erst den Kern eines allgemeine-
ren Verfahrens ausmacht, ist auch das Tableau—Verfahren nicht auf den
bisher behandelten Fall der linearen Verkettung beschrinkt. Die hier fest-
gestellte enge Verwandtschaft gilt auch noch in der Verallgemeinerung.

Des gleichen Geistes Kind ist auch das Modell-Eliminations—Verfah-
ren [Lov69]. Betrachten wir wieder unser Beispiel und denken in diesem
Fall ausnahmsweise einmal im Sinne der negativen Repriasentation. Dann
miifiten wir die Unerfiillbarkeit nachweisen, dh. in jedem Modell muf}
mindestens eine Klausel, also alle ihre Literale, den Wert L erhalten.
Der Versuch, das Gegenteil zu erreichen, mufl also scheitern, wovon wir
uns nun iiberzeugen wollen. Der Leser moge sich dabei an der Abbildung
2.4 orientieren.

Nehmen wir an, P sei wahr, dann ist die erste Klausel wahr; die
gesuchte falsche Klausel kann sich also nur unter den restlichen drei Klau-
seln befinden. Unter der bisherigen Annahme ist das erste Literal der
zweiten Klausel falsch. Die Klausel wird aber trotzdem wahr, wenn wir
zusitzlich @ als wahr annehmen. Exakt die gleiche Uberlegung fiihrt uns
bei der dritten Klausel zu der zuséitzlichen Annahme, dafl auch noch R
wahr sei. Nun ist aber die vierte Klausel tatséchlich falsch, so dafl dieser
Versuch, ein denkbares Modell zu konstruieren, gescheitert ist. Dieses
Modell ist damit aus der Betrachtung eliminiert. Im zweiten Schritt
hétten wir statt (Q auch R als wahr annehmen kénnen; dann ergibt
sich aber wieder die vierte Klausel als falsch. Bleibt noch die Wahl von
@ gleich im ersten Schritt, was aber scheitert, wie wir bereits gesehen
haben. Damit sind alle denkbaren Modelle eliminiert, die Formel also
unerfiillbar (bzw. giiltig in der positiven Représentation).
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Mag auch die Vorstellung bei diesen Uberlegungen eine vollig andere
sein als beim Extensionsverfahren, so sehen wir doch, daf} sie zu exakt
dem gleichen Vorgehen fiihrt. Das so illustrierte Modell-Eliminations—
Verfahren ist also de facto identisch mit dem Extensionsverfahren (bzw.
dessen Erweiterung auf den allgemeinen Fall) und gehort damit ebenfalls
zur Familie der Konnektionsverfahren.

Eine weitere Variante bildet die inverse Methode von S. J. Maslov
[Mas68] (siehe auch [Dav73, Zam90]), die wir abschliefend erkldren. Am
Beginn des Abschnitts 2.6.1 haben wir die Schritte der Ableitung des in
Abbildung 2.4 angegebenen Beispiels erlautert. Wir sind von der P-
Konnektion ausgegangen, haben damit alle diese Konnektion enthalten-
den Pfade als komplementér erkannt und sodann unsere Aufmerksamkeit
auf die verbliebene Restmenge konzentriert. Diese wurde unterteilt in
solche Pfade, die das () der ersten Klausel enthalten, und die restlichen
Pfade. Die Behandlung der ersteren Menge wurde zuriickgestellt.

Genausogut konnten wir natiirlich die Reihenfolge der Behandlung
vertauschen. Genau dies ist das Vorgehen der inversen Methode. Sie
ist damit bis auf das strategische Vorgehen wiederum identisch mit dem
Extensionsverfahren. Im einzelnen ist sie wie folgt definiert.

Die inverse Methode geht aus von einer Menge von Konnektionen in
der Matrix und wendet die folgende Schlufiregel so lange an, bis die leere
Klausel entsteht.

caaU{Li},...,ca U{Lp}tFcrU...Ucy

wobei {Li,...,L,} eine Klausel der Ausgangsmatrix, der sogenannte
Nukleus, ist und die ¢; irgendwelche Klauseln sind. Fiir unser Standard-
beispiel starten wir mit der Menge aller Konnektionen, so dafl sich die
folgende Ableitung ergibt.

{P—17 _'P2} {Q_la _‘Q3} {Q27 _‘Q3} {R27 _'R4} {R37 _'R4} -
(=P, -Q°}{Q% ~Q°} {R?, -R*'} {R*,-R'}
{=@% -R*} {R?,-R*} F

(=R} + {}

Hierbei haben wir die vier Klauseln durchnumeriert und das Auftreten
der Literale in einer Klausel durch Anfiigen der Klauselnummer als oberer
Index gekennzeichnet. Uberdies wurden zur Verdeutlichung die Literale
des Nukleus eines jeden Schlusses jeweils durch Unterstreichen gekenn-
zeichnet. Abbildung 2.6 ist eine andere (zweidimensionale) Darstellung
der gleichen Ableitung. Da hier eine abgeleitete Formel offensichtlich
mehrfach als Pramisse auftreten kann, mufl der Schlu} genaugenommen
so definiert werden, daf} die Priamisse zusétzlich auch in der Konklusion
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{P,~P} {Q,-Q} {R, ~R}

{jP7 ﬁ62}

{jQﬂ ﬁ}z}

{=R}

{}

Abbildung 2.6: Maslovableitung in zweidimensionaler Darstellung

unverdndert mit auftritt (vgl. auch Abschnitt 2.6.4). Wir iiberlassen es
dem Leser, sich zu verdeutlichen, dafl in der Tat diese Ableitung in der
einen oder anderen Darstellung nur eine andere Form der Kodierung des
oben zur inversen Methode beschriebenen strategischen Vorgehens ist.
Im Abschnitt 2.6.5 werden wir auf solche strategischen Varianten noch
einmal zu sprechen kommen.

2.6.3 Konsolution

Konsolution ist ein einfacher und doch sehr mé#chtiger Konnektions-
kalkiil. Insbesondere ist er vollstindig fiir die gesamte Aussagenlogik
(bzw. in verallgemeinerter Form fiir die gesamte Prédikatenlogik).

Erinnern wir uns, dafl aufgrund des Theorems 2.4.1 alle Pfade durch
eine Matrix auf ihre Komplementaritét hin iiberpriift werden miissen, um
die Giiltigkeit der Matrix nachzuweisen. Die Idee der Konsolution beruht
auf der folgenden Kodierung dieser Pfade, zu deren Illustration wir das
folgende Beispiel heranziehen.

(PAQ) V(P AQ)V Q.

Ein Pfad durch eines seiner Literale, sagen wir P, ist eine einelemen-
tige Menge, {P}. Wir betrachten die Matrix daher als eine Menge von
Klauseln, die aus solchen Teilpfaden bestehen.

{{rr{Qi) {{~P}{Q}}, {{-Q}}}
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Wie immer sind die Pfade leichter aus der folgenden Matrixdarstellung
dieser Klauselmenge ersichtlich.

Py {-P} {-Q}
@ {Q}

Diese Darstellung hat die folgende Eigenschaft: Wdhlt man aus jeder
Klausel je ein Element aus, so ist die Vereinigung dieser ausgewdhlten
Teilpfade ein Pfad durch die Matriz, und umgekehrt kann auch jeder
Pfad durch die Matriz in dieser Weise gebildet werden. Diese Eigen-
schaft bleibt erhalten, wenn man auf zwei beliebig ausgewéhlte Klauseln
die folgende Produktoperation anwendet. Man ersetze die beiden Klau-
seln durch eine Klausel, die aus allen moéglichen Teilpfaden durch die
beiden Elternklauseln besteht. Betrachten wir zum Beispiel die ersten
beiden Klauseln der obigen Matrix. Die beschriebene Operation fiihrt
zur Klausel

{{P7 _'P}v{P7Q}7{Q7_‘P}7{Q}}‘

Es ist offensichtlich, dafl die nach dieser Operation verbleibenden bei-
den Klauseln, ndmlich die soeben gezeigte und {{—-Q}} immer noch alle
Pfade durch die urspriingliche Matrix in der in der Eigenschaft beschrie-
benen Weise repréisentieren. Komplementére Teilpfade konnen bei dieser
Operation aber immer nur wieder zu komplementéren Teilpfaden fiihren,
so dafl nach Generierung eines komplementéren Teilpfades aufgrund der
beschriebenen Operation dieser im weiteren Verlauf hinsichtlich der Kom-
plementaritét nicht mehr beachtet werden mu8.

Genau dies macht sich die Konsolution zunutze. Sie fiihrt die bes-
chriebene Operation durch, eliminiert jedoch dabei entstehende komple-
mentéire Teilpfade wie das {P,—~P} im letzten Beispiel. Die Menge der
durch die verbleibenden Klauseln représentierten Pfade sind genau die-
jenigen, deren Komplementaritéit noch nachgewiesen werden mufl. Wenn
die leere Klausel entsteht, ist der Beweis erbracht. Der Baum in Abbil-
dung 2.7 stellt daher einen Beweis unseres Beispiels mit der Konsolution
dar. Jeder Knoten des Baumes ist mit einer Menge von Teilpfaden in der
urspriinglichen Matrix markiert. Man beachte dabei den begrifflichen Un-
terschied zwischen einem Pfad durch und einem Teilpfad in einer Matrix.
Der verwendete Begriff eines Teilpfades fiir die Elemente der Markierung
der Knoten ist allerdings etwas schlampig. Im allgemeinen handelt es sich
nédmlich um die Vereinigung von solchen Teilpfaden in der urspriingli-
chen Matrix und nicht nur um einen einzigen. Prézise miifite man also
von “Teilpfadmengen” sprechen. Wir nehmen diese kleine Schlamperei
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{P}{Q}} {-P}.{Q}}

NS

{P,Q},{Q,—P}{Q}} {-Q}}

\{}/

Abbildung 2.7: Eine Konsolutionsableitung

in Kauf, um die etwas umsténdliche Bezeichnung vermeiden zu kénnen.
Ein Blatt des Beweisbaumes ist markiert mit der Menge {{L} | L €
¢} der einelementigen Teilpfade durch die Literale einer Klausel. Damit
reprisentieren die Blitter des Baumes die Klauseln der Ausgangsmatrix.
Die Inferenzregel des Konsolutionskalkiils, die wir ebenfalls mit Kon-
solution bezeichnen, bildet aus den Pfadmengen P und @ der beiden
Elternklauseln das Produkt

PO ={pUq|pePund qec Q}

das jedoch vereinfacht wird. In jedem Fall werden bei dieser Vereinfa-
chung komplementére Pfade eliminiert. Jedoch sind weitere Vereinfa-
chungen erlaubt, wie wir gleich noch sehen werden. Das Ergebnis die-
ser gesamten Operation nennen wir die Konsolvente. Insgesamt besteht
dann ein Konsolutionsbeweis aus einer Ableitung der leeren Klausel aus
den Ausgangsklauseln, deren einzige Operation aus Anwendungen der
Konsolutionsregel besteht.

Zur Vervollstéandigung der Kalkiilbeschreibung fehlt nur noch eine
Prézisierung der weiteren moglichen Vereinfachungen, die bei der Bildung
der Konsolvente erlaubt sind. Jeder Pfad p in PQ darf durch eine
beliebige Teilmenge von p ersetzt werden.

Auch zusammen mit dieser zuséatzlichen Vereinfachung ist der Kon-
solutionskalkiil vollstdndig und konsistent, wenn wir zusétzlich erlauben,
dafl Klauseln mehrfach als Pramissen eines Schlusses auftreten, insbe-
sondere also nicht durch die Konsolvente ersetzt werden, wie dies ohne
diese zusitzliche Vereinfachung mdoglich wére. Die Vereinfachung besagt
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némlich, dal man auch solche Pfade im weiteren Verlauf noch mitbetrach-
tet, die eigentlich schon als komplementir nachgewiesen sind. Der Sinn
liegt darin, dafl ohne eine solche Vereinfachung die Menge der Pfade expo-
nentiell anwichst, was durch die Vereinfachung verhindert werden kann.
So kann in unserer Beispielableitung jeder Teilpfad der ersten Konsolvente
{{P,Q},{Q,~P},{Q}} auf diese Weise zu {Q} vereinfacht werden, so
daB alle drei Pfade zu einem verschmelzen, also die Konsolvente {{Q}}
entsteht. Dies illustriert, dafl die Menge der Pfade in der Konsolvente
hierdurch radikal reduziert werden kann. Mit dieser Vereinfachung ergibt
sich die folgende alternative Konsolutionsableitung fiir unsere Beispiel-
matrix.

{P}{Q}} {-P}{Q}}

NS

{{e}} {{-Q}}

\{}/

2.6.4 Resolution

Das verbreitetste unter den Beweisverfahren ist das Resolutions-
verfahren [Bla37, Rob65b]. Es beruht auf der wie folgt illustrierten Re-
solutionsregel.

{P,Q} {-P,Q, R}

{Q, R}

Ausgangspunkt der Regel sind zwei Klauseln, die ein komplementéres Li-
teralpaar (hier P,—P) enthalten. Zur Bildung des Ergebnisses der Regel
werden diese Literale gestrichen und der verbleibende Rest in einer neuen
Klausel zusammengefafit. Allgemein ist die Regel wie folgt definiert.

c1 U {L}, co U {—|L} FeiUce

Die beiden Pramissen der Regel nennt man Elternklauseln, die Konklu-
sion Resolvente. Die beiden komplementéren Literale in den Elternklau-
seln, iiber die resolviert wird, bilden eine Konnektion in unserem bishe-
rigen Sinne. Man nennt sie auch den Nukleus des Resolutionsschlusses.
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Genaugenommen heiflit die Resolvente in unserem Fall

{QCl ) QC27 RCZ} )

wobei c1,co die beiden Elternklauseln bezeichnen. Offensichtlich lassen
sich die beiden Vorkommen von () jedoch faktorisieren, wie man sagt.
Unter Faktorisierung werden wir auch, wie in der Mathematik tiblich,
das Herausziehen eines gemeinsamen Faktors verstehen, wie es in Absch-
nitt 2.7.3 unter FACTOR erklért ist. Die Faktorisierung im hier bei der
Resolution eingefiihrten Sinne ist davon zu unterscheiden; sie kann jedoch
unter jenen Begriff der Faktorisierung subsumiert werden. Zur Illustra-
tion dieser Subsumtion betrachte man die beiden Elternklauseln in dem
angegebenen Beispiel. Das gemeinsame Q 148t sich im iiblichen Sinne als
gemeinsamer Faktor herausziehen. Wendet man dann die Resolution auf
die beiden verbleibenden Reste als neue Elternklauseln an und fiigt an die
Resolvente den Faktor wieder hinzu, dann entsteht genau die Resolvente
im obigen Sinne, die mit der Faktorisierung im Sinne der Resolution ge-
bildet wurde. Diese Form der Faktorisierung ist in der Pridikatenlogik
jedoch nicht mehr so leicht moéglich wie hier und unterbleibt dort daher
oft auch. Aus diesem Grunde wird in der Resolutionsliteratur eine Klau-
sel (einer Formel in Klauselform) auch héufig als Disjunktion, statt als
Menge von Literalen definiert. Wir ziehen hier jedoch aus den in Absch-
nitt 2.2 erlduterten Griinden die einheitlichere Mengennotation vor.

Die allgemeinste Form des Resolutionsverfahrens besteht darin, daf
man, startend mit der gegebenen Klauselmenge, so lange durch Anwen-
dung der Resolutionsregel neue Resolventen bildet und hinzufiigt, bis
gegebenenfalls die leere Klausel entsteht. Eine vollstéindige Resolutionsa-
bleitung (mit Faktorisierung) fiir unser Beispiel ist in der Abbildung2.8
wiedergegeben. Wie ein Vergleich mit der im vorangegangenen Absch-
nitt eingefithrten Konsolution zeigt, kann die Resolution als ein Spezial-
fall der Konsolution betrachtet werden. Man vergleiche etwa die letzte
Ableitung mit Konsolution des vorangegangenen Unterabschnitts mit der
Resolutionsableitung in Abbildung 2.8, nachdem man sich aus letzterer
alle Vorkommen von R gestrichen denkt — beide Ausgangsformeln und
beide Ableitungen sind dann offensichtlich identisch. Insbesondere wer-
den bei diesem Spezialfall Resolution die in der Konsolution zu bildenden
Teilpfade immer auf die Linge 1 vereinfacht.

Unser Beispiel ist nicht allgemein genug, um demonstrieren zu kon-
nen, dafl die Resolvente die Elternklauseln nicht ersetzen kann, sondern
(wie bei der Konsolution im letzten und bei der inversen Methode im vor-
letzten Abschnitt) zusitzlich betrachtet werden mufl. Genaugenommen
lautet zB. der erste dieser vier Schliisse wie folgt.
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{P7Q} {_'P7Q7R} {_'QaR} {_'R}

\{Q,R}/ /
\ {R}
N {

Abbildung 2.8: Eine Resolutionsableitung

{P},{-P,Q, R}, {-Q, R}, {-R}}
= {{P},{-PQ R}, {-Q, R}, {-R},{Q, R}}

Fiir den Vergleich mit anderen Verfahren ist dieser Sachverhalt von grofler
Wichtigkeit.

Unsere Beispielableitung weist zwei spezielle Eigenschaften auf, die
im allgemeinen nicht gegeben sein miissen. Erstens ist die jeweils vo-
rangegangene Resolvente gleichzeitig Elternklausel des néchsten Schlus-
ses der Ableitung. Beschriankt man sich auf Ableitungen dieser speziel-
len Gestalt, so spricht man von linearer Resolution. Zweitens ist bei
jedem Schlufl eine der beiden Elternklauseln eine Eingabeklausel. Bei
Ableitungen dieser speziellen Gestalt spricht man von Eingaberesolution
(englisch input resolution). Unsere Ableitung verwendet also die lineare
Eingaberesolution.

Es gibt viele Verfeinerungen von Resolution von dieser Art (siehe
auch den Abschnitt 2.7.5), deren Anliegen es ist, die Fiille der Moglich-
keiten zur Bildung von Resolventen einzuschrénken, um auf diese Weise
schneller die gesuchte Ableitung der leeren Klausel finden zu koénnen.
Dabei mufl man aber darauf achten, dafl man einerseits mit der Ein-
schrankung nicht zu weit geht und das resultierende Verfahren unvollstén-
dig wird. Die lineare Eingaberesolution ist fiir Hornformeln vollstindig.
Eingaberesolution (linear oder nicht) ist aber nicht mehr vollstindig fiir
beliebige Formeln. Andererseits konnen Einschriankungen auch zu linge-
ren Ableitungen fithren.

Die lineare Eingaberesolution ohne Faktorisierung nennt man auch
LUSH Resolution [Hil74] (Linear resolution with Unrestricted Selection
function on Horn clauses). Wéhrend sie an die Wahl des Literals in
jedem Schritt keine weiteren Bedingungen stellt, mufl bei der ansonsten
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identischen SLD Resolution (Linear resolution with Selection function
restricted to Definite clauses; letztere sind diejenigen Hornklauseln, die
genau ein negatives Literal enthalten) immer ein Literal aus der zuletzt
hinzugekommenen Literalmenge gewéhlt werden. SL Resolution ist das
gleiche Verfahren ohne die Beschrénkung auf definite Klauseln. [KKT71]

Historisch gesehen bildet SLD Resolution die eigentliche Grund-
lage von PROLOG. Thr Verhalten ist im Ergebnis der durchgefiihrten
Schritte sowie der in jedem einzelnen Schritt verwendeten Konnektion je-
doch vollig identisch mit dem des Extensionsverfahrens. Der Unterschied
liegt einzig in der Art und Weise, wie die Abarbeitung der einzelnen
Pfade kodiert ist. Dazu betrachte man nochmals den ersten Schritt der
Resolutionsableitung. Die entstehende Resolvente enthélt ohne Faktori-
sierung genau die Literale, die im Extensionsverfahren nach dem ersten
Schritt noch zur Abarbeitung anstehen. Der Leser moge sich die Resolu-
tionsableitung ohne Faktorisierung aufschreiben, um zu sehen, dafl diese
Aussage analog bei allen weiteren Schritten gilt. Diese Ubereinstimmung
gilt jedoch nur in dem Fall der Hornformeln.

Interessant ist der Unterschied zwischen der Resolution und der im
vorletzten Abschnitt beschriebenen inversen Methode. Ein Vergleich der
beiden Regeln zeigt nédmlich, daf} sie in der Form iibereinstimmen, jedoch
sind im Falle der Resolution die Ausgangsklauseln die gegebenen Formelk-
lauseln und der Nukleus jeweils eine Konnektion der Matrix, wéahrend bei
der inversen Methode umgekehrt die Ausgangsklauseln die Konnektionen
(der gegebenen Formelklauseln) und der Nukleus jeweils eine Formelklau-
sel sind. Mit anderen Worten, beide Verfahren sind in diesem Sinne dual
zueinander und unterscheiden sich dadurch, daf3 die Rolle der Konnektio-
nen und Klauseln vertauscht werden, worauf in dieser Klarheit G. V. Da-
vydov [Dav73] als erster hingewiesen hat (siche auch [Mas69, Zam90]).

Diesen Rollentausch kann man auch an den semantischen Bdumen
ersehen, die fiir die Resolution das Analogon zu den analytischen Ta-
bleaux (bzw. zu der Modellelimination) der Konnektionsmethode darstel-
len. In Abbildung 2.9 ist ein zu dem Tableau der Abbildung 2.5 analoger
semantischer Baum zu sehen. Wihrend dort die Menge der Nachfolgek-
noten eine Klausel bildete, ist es hier je eine Konnektion. Ein Ast hief3
dort abgeschlossen, wenn er eine Konnektion enthélt, wiahrend hier dazu
gefordert wird, dafl er eine Klausel der Matrix enthélt (deren Nummer
im Bild jeweils angegeben wird). Die einem semantischen Baum zugrun-
deliegende Idee ist die systematische Berechnung der Wahrheitswerte der
Matrix bei allen denkbaren Interpretationen. So werden in der ersten
Verzweigung die Fille P wahr bzw. falsch unterschieden usw. Mit den
semantischen Biumen ist es leicht, sich die der Resolution zugrundelie-
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{P.Q}0,{~P,Q, R}Z, {-Q, R}F{~R}H}

— T,
Q/\Q QAQ
VNV NN

R -R R -R R -R

Abbildung 2.9: Ein semantischer Baum

gende Idee klarzumachen.

2.6.5 Strategien

Schon in dem einfachen Fall des im Abschnitt 2.6.1 besprochenen
Extensionsverfahrens haben wir eine Reihe von jedenfalls zun&chst will-
kiirlich erscheinenden strategischen Entscheidungen getroffen. Dies be-
ginnt schon mit der Wahl der Startklausel. Unsere Wahl fiel hier auf
die positive Klausel, die in der Regel das zu beweisende Ziel bzw. (im
Falle von PROLOG) die Anfrage représentiert. Unter der Vorstellung,
dafl die anderen Klauseln zum Teil Regeln représentieren, die von den
Fakten hin zu diesem Ziel fiihren, spricht man in diesem Fall von einer
Riickwirtsstrategie (englisch backward chaining strategy), die ausgehend
vom Ziel den Weg tiber die riickwérts angewandten Regeln bis zu den
Ausgangsfakten zuriickverfolgt. Unter der alternativen Vorstellung, daf
das Ziel den Gipfel eines Berges darstellt, spricht man hier auch von einer
Abwdrtsstrategie (englisch top-down strategy). In jedem Fall spricht man
auch von einem zielorientierten Vorgehen.

Eine weitere Wahl haben wir im Extensionsschritt getroffen, indem
die verbleibenden Literale in der Ausgangsklausel abgespeichert wurden,
wéhrend die in der konnektierten Klausel eine vorrangige Behandlung
erfuhren. Genausogut hétten wir uns fiir die umgekehrte Wahl entschei-
den konnen, wie es tatsdchlich bei der dort auch besprochenen inversen
Methode geschieht. Dies fiithrt aber nur zu einer Vertauschung der Rei-
henfolge der Schritte. Wenn ein Beweis schliellich gefunden wird, der
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diesen Extensionsschritt miteinschliefft, dann wirkt sich eine solche Ver-
tauschung auf die Beweisléinge und den Suchaufwand nicht aus. Wie wir
im vorangegangenen Abschnitt erwidhnt haben, gewéhrt SLD—Resolution
diese Wahlmoglichkeit — im Gegensatz zur LUSH-Resolution — nicht.

Im Falle der Wahl der Startklausel macht es durchaus Sinn, die Al-
ternativen mit in Erwdgung zu ziehen. So kann man umgekehrt von den
Fakten ausgehen und sich entlang der Regeln bis zum Ziel vorarbeiten.
Diese Vorwirts- oder Aufwdirtsstrategie (englisch forward bzw. bottom-
up strategy) mufl aber mit Vorsicht eingesetzt werden, da sonst zuviele
Zwischenaussagen abgeleitet werden, die mit dem Ziel absolut nichts zu
tun haben (was bei der Abwiirtsstrategie automatisch ausgeschlossen ist).
Als besonders erfolgreich erweisen sich Mischstrategien, die wihrend ei-
ner Vorbereitungsphase in beschrinktem Mafle zunéchst vorwirts und
danach riickwirts vorgehen.

Uber diese einfachsten Strategieformen hinaus werden wir im Ver-
lauf des Buches noch eine Reihe weiterer Strategien kennenlernen. Dabei
verwenden wir den Begriff der Strategie im Zusammenhang mit Deduk-
tionsverfahren immer in dem Sinne einer Steuerung des Vorgehens, die die
Korrektheit und Vollstdndigkeit des zugrundeliegenden Kalkiils erhilt.

2.7 Allgemeine Tautologiebestimmung

Das im letzten Abschnitt vorgestellte Extensionsverfahren hat sich
als vollstéindig nur fiir den Bereich der Hornformeln erwiesen. Zum Be-
weis beliebiger Formeln miissen also allgemeinere Techniken herangezogen
werden. Grundlegende solcher Techniken haben wir mit der Konsolution,
der Resolution, den semantischen B&umen, den Tableaux usw. bereits
kennengelert. Weitere werden wir in diesem Abschnitt besprechen.

2.7.1 Das allgemeine Extensionsverfahren

Tatséchlich bedarf es zur Behandlung allgemeiner Formeln in Nor-
malform nur eines geringfiigigen Zusatzes zu dem im Abschnitt 2.6.1 be-
handelten Extensionsverfahren. Betrachten wir zur Illustration nochmals
die in der Abbildung 2.4 dargestellte Situation nach Vollendung des drit-
ten Extensionsschrittes. Mit einem zusétzlichen Literal —@Q in der vierten
Klausel lautet sie wie folgt.
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2. Deduktion in der Aussagenlogik

Ein Extensionsschritt im bisherigen Sinne ist nicht moglich. Zur Be-
handlung hinsichtlich der Priifung auf Komplementaritit stehen in die-
ser Situation alle Pfade durch P, @, R,—(Q an, von denen es in diesem
Fall genau einen gibt. Dieser ist aber offensichtlich komplementér, da er
die Konnektion {Q,—Q} enthilt. Um dies zu erkennen, verallgemeinern
wir den Extensionsschritt in folgender Weise. Es wird ndmlich in einem
Extensionsschritt nicht nur das Literal des letzten “Kettengliedes” mit
einem Punkt versehen (wie =R in unserem Beispiel), sondern dariiber
hinaus alle Literale (wie im Beispiel das =@ ) in dieser Klausel, zu denen
es ein komplementéres Literal in der Menge der eingerahmten Literale
gibt. Diese Menge nennt man auch den aktiven Pfad. Der hier betrach-
tete allgemeine FExtensionsschritt lautet also wie folgt.

ﬁp _'Q' -R

(Pl @] R Q|
Q
e

R Q R
- 1

Wie die Abbildung illustriert, bilden die beiden Q—Konnektionen zusam-
men mit der R—Konnektion eine Schieife. Sie besteht aus einer linearen
Kette, also einer Folge von Kettengliedern und einer Konnektion zuriick
zum Kettenanfang. Zu der bisher betrachteten linearen Verkettung tre-
ten hier also zusétzlich Schleifen dieser Form hinzu. Insgesamt verfah-
ren wir also im allgemeinen Extensionsverfahren genauso wie im einfa-
chen Extensionsverfahren, verwenden jedoch in jedem Schritt die soeben
erklédrte allgemeine Extension. Insbesondere ist hier auch die Ruecksetz-
technik@Riicksetztechnik wie bisher erforderlich.

Wie im Abschnitt 2.6.5 erldutert, kann sich das Extensionsverfah-
ren bei Verwendung von Aufwirtsstrategien in Beweisketten verlieren, die
keine Verbindung mit der zu beweisenden Aussage haben. Zur Integration
dieses Falles mufl man noch einen sogenannten Separationsschritt vorse-
hen. Er wird verwendet, wenn es {iberhaupt keine Konnektion mit einem
Literal aus dem aktiven Pfad zur Ausfiihrung eines Extensionsschrittes
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und auch keine noch nicht betrachteten Alternativen zu bisher durch-
gefiihrten Extensionsschritten gibt. In diesem Fall werden alle Klauseln
mit Literalen des aktuellen Pfades abgesondert und das Verfahren mit
den verbleibenden Klauseln vollig neu gestartet. Wir sprechen zur Un-
terscheidung vom allgemeinen Extensionsverfahren mit Separation.

Neben dieser ersten Variante des allgemeinen Extensionsverfahrens
gibt es noch viele weitere (sieche Abschnitt 2.7.4). Wir nennen hier
nur noch die Moglichkeit, auf die strikte lineare Verkettung im Exten-
sionsschritt zu verzichten und die Extension gegebenenfalls nur auf eine
Konnektion mit irgendeinem aktuellen Pfadliteral (also nicht notwendig
dem letzten) zu griinden. Diese Variante des allgemeinen Extensions-
verfahrens, das in [Bib87] mit CPY bezeichnet wurde, kann auf die
Riicksetztechnik ohne Verlust der Vollstéindigkeit verzichten. Sie ist in
Abbildung 2.10 in Form eines Struktogrammes genau beschrieben. F
bezeichnet darin die gegebene Matrix, WAIT die bisher durch schrége
Pfeile illustrierte Menge offener Literale und p den aktuellen Pfad. Alle
drei Varianten des allgemeinen Extensionsverfahrens sind korrekt und
vollstéindig. Fiir die zuletzt genannte Variante findet sich der Beweis
unter 11.6.13 in [Bib87] zu dem folgenden Satz.

Theorem 2.7.1
Das Extensionsverfahren CPY ist korrekt und vollstindig fiir die Aussa-
genlogik. Zugleich ist es ein Entscheidungsverfahren.

Definition 2.7.1

Ein Beweisverfahren heifst beschrankt, wenn es eine Funktion f gibt, so
daf$ fiir jede Formel F mit ¢ Literalen das Verfahren nach hdéchstens
f(0) Schritten zum Stillstand kommt.

FEin Beweisverfahren heifit konfluent, wenn das folgende gilt: er-
reicht das Verfahren bei zwei unabhdngigen Anwendungen, ausgehend von
einer gemeinsamen Konfiguration Dg, die jeweiligen Konfigurationen E
und F', so gibt es in beiden Fille Fortsetzungen des Verfahrens hin zu
irgendeiner gemeinsamen Konfiguration D1 .

Die Eigenschaft der Konfluenz wird durch folgende Skizze illustriert.
Dy

P

Dy
Das allgemeine Extensionverfahren ist nicht konfluent. Genau de-
shalb ist es bei ihm erforderlich, die Riicksetztechnik einzusetzen. Das
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2. Deduktion in der Aussagenlogik

wobeil —L € ¢ wobei =L € ¢

fir ein L aus P

D« F
WAIT < NIL
0eD
then else
return “valid” D#0
then __—
p<={
wihle eine Klausel ¢ aus
der Matrix D
D < D\c
D#0
wihle ein Literal L aus ¢
c<=c\L
c#£ 0
then
WAIT < push(WAIT, (c,p, D))
p<=pU{L}
es gibt d € D mit =L € d oder -K €d
wobei K € p
then else
es gibt d € D mit WAIT < NIL D20
~Led then
then else p<0
wiahle ¢ aus D wihle ¢ aus D

wiahle eine Klausel ¢
aus der Matrix D
D<D\c

D<D\c
c<c\-L
fiir alle Literale K € p mit
-Kec
‘ c<c\ K
c=10
then
WAIT = NIL
then

return “valid” |
(WAIT, (c,p, D)) <=
pop( WAIT)

return “invalid”

Abbildung 2.10: Das Extensionsverfahren CP?
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Verfahren CPY dagegen ist konfluent. Bei ihm spielt es fiir den endgiilti-
gen Erfolg der Beweissuche keine Rolle, welche Auswahl das Verfahren
im Falle alternativer Extensionsmoglichkeiten trifft. Riicksetztechnik ist
bei ihm daher nicht erforderlich. Wir wollen die Vor— und Nachteile an
dieser Stelle nicht abwé#gen, sondern nur darauf hinweisen, daf§ in der
Verallgemeinerung auf die Pridikatenlogik erster Stufe auch CPY wieder
die Riicksetztechnik bendtigt. Innerhalb der Aussagenlogik sind jedoch
alle Verfahren beschriankt und genau aus diesem Grunde Entscheidung-
sverfahren.

Fiir die im Abschnitt 2.6.2 behandelten Varianten gilt das dort Ge-
sagte auch fiir ihre Beziehung zum allgemeinen Extensionsverfahren. Ins-
besondere behandeln sowohl das Tableau—Verfahren als auch das Modell-
Eliminations—Verfahren die hier besprochenen Schleifen. Im letzteren Fall
werden sie durch einen sogenannten Reduktionsschritt realisiert. Aus un-
serer Sicht ist diese Bezeichnung irrefiithrend, da eine Reduktion nicht
stattfindent, und wird daher in diesem Zusammenhang nicht weiter ge-
braucht.

2.7.2 Komplexitiatsbetrachtungen

Beweisverfahren fiir die Aussagenlogik testen, ob ein Element aus der
Menge aller Formeln zugleich ein Element aus der Teilmenge der Tautolo-
gien ist (das Tautologieproblem). Eine abgeschwichte Fragestellung ist,
ob eine solche Formel zugleich ein Element aus der (umfassenderen) Teil-
menge der erfiillbaren Formeln ist (das Erfiillbarkeitsproblem). Beide
Fragestellungen spielen eine wichtige Rolle in der Komplexitétstheorie.
Umgekehrt haben die Ergebnisse der Komplexitétstheorie eine wichtige
Bedeutung fiir die Entwicklung von Beweisverfahren. Es wird dem Leser
daher sehr empfohlen, sich mit grundlegenden Begriffen daraus vertraut
zu machen (siehe zB. [GJ79]). Hier kénnen wir nur die wichtigsten Punkte
ohne weitere Erlduterung erwihnen.

Das Erfiillbarkeitsproblem ist NP -vollstindig. Das Tautologiepro-
blem ist co-N"P-vollstindig. Dies hat zur Folge, dafl bis heute keine po-
lynomiellen Algorithmen fiir eines dieser beiden Probleme bekannt sind.
Von allen Verfahren, die wir bisher genannt haben (also Resolution, Ex-
tensionsverfahren, Tableau—Verfahren usw.), wissen wir vielmehr, daf} sie
exponentiell sind. Dies bedeutet, dal es eine exponentielle Funktion f
und Formeln mit n Literalen gibt, zu deren Beweis das Verfahren min-
destens f(n) Schritte bendtigt. Ein solches exponentielles Verfahren er-
reicht mit wachsender Formelgrofie schnell die Leistungsgrenze auch des
grofiten verfiigbaren Supercomputers.

Man konnte daraus den Schluf3 ziehen, dafl schon aus Komplexitéts-
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2. Deduktion in der Aussagenlogik

griinden der Versuch der Automatisierung des logischen Schlieflens ver-
geblich sein mufl. Die folgenden Griinde lassen es dennoch sinnvoll er-
scheinen, an diesem Versuch weiterzuarbeiten.

Ein erster Grund ist durch die Tatsache gegeben, dafl alle entschei-
denden Fragen der Komplexitéitstheorie ungelost sind. Ob die Klasse
P der polynomiell 16sbaren Probleme gleich oder ungleich NP ist, ist
eine vollig offene Frage, auch wenn die Mehrzahl der Forscher derzeit fiir
“ungleich” pléadiert, so als ob sie dies schon wiiiten, nur halt noch nicht
beweisen konnten. Jede Verbesserung eines Beweisverfahrens ist daher
zugleich ein Beitrag zur Losung dieses P-NP-Problems. Unabhingig
davon ist die ebenfalls vollig offene Frage, ob NP gleich oder ungleich
co-NP ist.

Der Mensch ist offenbar in der Lage, auch schwierige logische Zu-
sammenhénge zu erkennen. KEs erscheint unwahrscheinlich, daf3 er nicht
den gleichen Gesetzen unterliegt. Wiire also P ungleich NP, so wiirde
man daraus schliefen, dafl es trotzdem mdoglich ist, interessante Theoreme
zu beweisen, nur eben nicht alle, genauso wie der Mensch. Insbesondere
lassen sich Teilklassen von Formeln angeben, innerhalb derer das Tau-
tologieproblem polynomiell 16sbar ist. Zum Beispiel sind die Klasse der
Hornklauseln (siche Abschnitt 2.7.3), die Klasse der Formeln, die nur
Aquivalenzen als logische Zeichen enthalten, und die Klasse der Klausel-
mengen mit maximal zwei Literalen je Klausel linear 1osbar (bei drei Li-
teralen dagegen ist man schon wieder bei einem NP—vollstindigen Fall).

Nicht zuletzt liegt ein guter Grund fiir die Forschung auf dem Gebiet
der Deduktion im Erfolg der bestehenden Systeme, mit denen erstaunlich
komplexe Beweise entdeckt werden konnten.

2.7.3 Reduktionen

Da kein Algorithmus existiert, der in allen Fillen in akzeptabler Zeit
eine Losung eines gegebenen Beweisproblems findet, ist es von grofier
Bedeutung, ein solches Problem vor Anwendung eines allgemeinen Be-
weisverfahrens nach Moglichkeit zu reduzieren. Hierfiir stehen eine Reihe
von Reduktionsmechanismen zur Verfiigung, die wir im folgenden kurz
zusammenfassen wollen. Von einer solchen Reduktion verlangen wir, dafl

e sie das Problem echt in ein “kleineres” Problem iiberfiihrt;

e die Giiltigkeit des reduzierten Problems die des urspriinglichen Pro-
blems impliziert und moglichst, aber nicht notwendigerweise, auch
umgekehrt;

e ihre Anwendbarkeit “schnell” getestet werden kann; und

e ihre Ausfiihrung ebenfalls “schnell” erfolgen kann.
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Statt “schnell” kann man zB. auch “polynomiell” im komplexit&tstheore-
tischen Sinne lesen, jedoch ist in der Regel sogar darunter “linear” oder
hochstens “quadratisch” zu verstehen. Auch das “kleiner” 148t sich in ei-
nem gegebenen Kontext exakt fassen. Wenn nichts anderes ausdriicklich
erwahnt wird, dann sind alle nachfolgenden Mechanismen Reduktionen
in diesem Sinne.

MULT Wenn das gleiche Literal in ein und derselben Klausel mehrfach
(multipel) auftritt, kann das Auftreten auf eines reduziert werden.

PURE Wenn zu einem Literal nirgends in der Matrix ein komplement -
res auftritt (engl. “pure”), kann die Klausel, in der es auftritt, ent-
fernt werden.

TAUT Wenn in einer Klausel ein Literal und sein Komplement gleich-
zeitig auftreten, kann die (tautologische) Klausel entfernt werden.

SUBS Eine Klausel, die Obermenge einer anderen Klausel in der Matrix
ist, kann entfernt werden (da sie von der kleineren Klausel “subsu-
miert” wird).

UNIT Ein Literal in einer Klausel, zu dem es ein komplementéres Li-
teral in einer Einerklausel (englisch unit clause) gibt, kann aus der
Klausel entfernt werden.

ISOL Wenn die Literale einer Konnektion nirgends sonst in der Matrix
auftreten (die Konnektion also “isoliert” ist), dann kénnen die hier-
durch konnektierten Klauseln durch die Resolvente ersetzt werden.

CIRC Unter bestimmten Umstédnden kénnen tautologische Zyklen (en-
glisch circuits) von Konnektionen gestrichen werden (siche [Bib81]
fiir die etwas subtilen Details).

FACTOR Haben zwei Klauseln je ein Vorkommen ein und desselben
Literals, so lassen sie sich durch eine (Nicht—Normalform—) Klausel
mit nur einem Vorkommen dieses Literals ersetzen, indem man es
mittels des Assoziativitits— und Distributivititsgesetzes ausfaktori-
siert.

MONOT Ein Pfad, der eine Obermenge eines anderen Pfades in der
Matrix darstellt, kann ignoriert werden. Deshalb kann zB. eine
Klauselmenge in der Matrix (nicht notwendig in Normalform) dann
entfernt werden, wenn noch eine Untermenge von ihr in der Rest-
matrix enthalten ist (Monotonieeigenschaft).

POLYN Zusitzlich lassen sich alle polynomen Verfahren, die fiir Spe-
zialformelklassen bekannt sind (siehe den vorangegangenen Unte-
rabschnitt), als Reduktionen im obigen Sinne deuten.

Wir benutzen in dieser Aufzdhlung den Begriff der Faktorisierung im iibli-

chen mathematischen Sinne. In der Resolutionsliteratur wird er anders

gebraucht, obwohl dieser andere Gebrauch sich unter dem hier definierten
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Begriff in einem gewissen Sinne subsumieren 148t, was in Abschnitt 2.6.4
kurz erldutert ist.

Die Bedeutung dieser Reduktionen, die in Tabelle A4.2 nochmal zu-
sammengefafit sind, kann nicht hoch genug eingeschéitzt werden. Zum
Beispiel ist in [Bib90] gezeigt worden, wie ein exponentieller Beweis (der
“Taubenschlag”—Formeln (englisch pigeonhole formulas)) durch Anwen-
dung von MONOT in Verbindung mit der Umbenennung von Varia-
blen zu einem linearen Beweis reduziert werden kann, worauf wir in
Abschnitt 2.7.6 kurz eingehen werden. Uberdies diirfte die Liste wohl
nicht vollstdndig sein. So 1dBt sich zB. ISOL wesentlich verallgemei-
nern [LSBB92| (vgl. auch Abschnitt 4.4.4). Unbefriedigend ist die Si-
tuation insofern, als man sich eher ein einheitliches Reduktionsprinzip
anstelle der vielen unterschiedlichen Reduktionsregeln wiinschen wiirde.
Hierzu gibt es derzeit Ansitze (in denen die Subsumtion als vereinheitli-
chendes Prinzip eine Rolle spielt), aber keine vollstindigen Losungen.

Eine der an Reduktionen gekniipften Bedingungen war die Erhal-
tung der Eigenschaft der Giiltigkeit. Dies mufl natiirlich fiir jede ein-
zelne Reduktion nachgewiesen werden (grofitenteils in Abschnitt I1.6 von
[Bib87]). Die hierbei verwendbare Beweistechnik ist von so allgemeiner
Bedeutung, dafl wir sie wenigstens an einem Fall, ndmlich fir TAUT,
illustrieren wollen. Schematisch 148t sich die Reduktion wie folgt darstel-
len.

kM - M

Auf der linken Seite ist eine tautologische Klausel und die Restmatrix
M , auf der rechten Seite nur die Restmatrix nach Entfernen der Klau-
sel dargestellt, wie es die Reduktion verlangt. Zu beweisen ist, daf} die
linke Seite genau dann giiltig ist, wenn die rechte Seite giiltig ist. Nach
dem Charakterisierungstheorem 2.4.1 miissen wir also zeigen, dafl die
Komplementaritét aller Pfade der linken Seite die aller Pfade der rechten
Seite impliziert und umgekehrt. Die Umkehrung ist trivial, da jeder Pfad
durch die rechte Seite nur eine Erweiterung eines (dann nach Vorausset-
zung komplementéren) Pfades der linken Seite ist.

Sei also die Komplementaritét aller Pfade der linken Seite vorausge-
setzt und sei p irgendein Pfad durch die rechte Seite. Sowohl {P}Up als
auch {—P}Up sind Pfade durch die linke Seite, also komplementér nach
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Voraussetzung. Wire in beiden Féllen das P bzw. —P der tautologi-
schen Klausel in der Konnektion enthalten, die die beiden Pfade jeweils
als komplementér erweist (im anderen Fall ist ohnehin nichts zu zeigen),
so hiefle das, daB} p sowohl ein komplementéres Literal zu P, also —P,
als auch eines zu —P, also P, enthélt; beide bilden aber zusammen wie-
der eine Konnektion, so da3 p in jedem Fall auch komplementér ist. Da
p beliebig gewdhlt war, ist der Beweis also erbracht.

Die Komplementaritéit zweier (im allgemeinen mehrerer) Pfade der
einen Matrix hat uns die eines Pfades in der anderen garantiert. Dieses
Beweisprinzip ist bei allen Reduktionen anwendbar. Hiermit 1d8t sich
auch ein eleganter Beweis fiir die Korrektheit und Vollstindigkeit der
Resolution fithren (siehe Abschnitt IV.1 in [Bib87]).

Hiermit haben wir zugleich TAUT illustriert. MULT und PURE
sollten ohne weitere Illustration verstidndlich sein. Bei SUBS ist nur zu
beachten, daf} fiir den Vergleich der betreffenden Klauseln hier natiirlich
nur die Literale, nicht deren Vorkommen beachtet werden miissen.

Eine mehrfache Anwendung von UNIT unter Einsatz immer der glei-
chen Einerklausel, sagen wir {L}, wird schliefilich dazu fiihren, daf§ das
Literal =L nirgends mehr in der Matrix auftritt. Mittels SUBS 148t sich
zudem jede von {L} verschiedene Klausel aus der Matrix eliminieren, die
das Literal L enthélt. Auf {L} schliefllich ist PURE anwendbar, so daf}
L vollig aus der Matrix eliminiert ist. Hiermit 148t sich leicht einsehen,
dal Hornklauseln in linearer Zeit beweisbar sind, wie in Abschnitt 2.7.2
erwdhnt. Da es ndmlich nach Lemma 2.6.1 in einer giiltigen Matrix min-
destens eine rein negative Klausel gibt, muB jede giiltige Hornformel min-
destens eine Einerklausel enthalten, da Hornklauseln ja {iberhaupt héchs-
tens ein negatives Literal enthalten. Mit dieser 148t sich mit dem eben
beschriebenen Verfahren jedes Auftreten der Variablen dieser Einerklau-
sel in der Matrix eliminieren. Das Ergebnis dieses Reduktionsprozesses
bleibt eine Hornformel, da ja nur Literale oder Klauseln entfernt werden.
Also mufl auch sie wieder eine Einerklausel enthalten, mit der genau das
gleiche wiederholt werden kann und so fort. In jedem Schritt wird die
Matrix mindestens um ein Literal kleiner, also ist man nach spétestens n
Schritten fertig, wobei n die Anzahl der Literale in der urspriinglichen
Matrix ist.

Unter den verbleibenden Reduktionen wollen wir nur noch FACTOR
am Beispiel der vollen Matrizen M (n) iiber n Variablen illustrieren. Sie
bestehen aus 2" Klauseln mit je n Literalen, so dafl alle kombinatori-
schen Moglichkeiten hinsichtlich des Vorzeichens ausgeschopft werden.
Zum Beispiel ist M(3) die folgende Matrix.
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p -~ P P P P P P
Q @ Q@ -Q @ Q@ @ -Q
R R R R -R -R -R -R

Wenden wir nun FACTOR auf die R-Literale an, so erhalten wir die
folgende Matrix.

Hierbei ist die Untermatrix M (2) jeweils durch ihren Namen représen-
tiert. Wie diese Darstellung klar illustriert, miissen zum Beweis der
Giiltigkeit dieser Matrix drei verschiedene Arten von Pfadmengen (dh.
Teilmatrizen) auf Komplementaritét untersucht werden, nédmlich {R} U
p,pU{=R},pUp’, wobei p,p’ jeweils beliebige Pfade durch M|(2) sind.
Nach Konstruktion fiihrt die Anwendung von PURFE auf die ersten beiden
Mengen (Teilmatrizen) zur Elimination von R,—R, wihrend MONOT
die dritte Pfadmenge (Teilmatrix) auf (die Pfade durch) M (2) reduziert.
Da offensichtlich dieser ReduktionsprozeB fiir beliebiges n ganz genauso
durchfiihrbar ist, sehen wir, da§ M(n) auf M(n—1) in 2" 41 Schritten
reduziert werden kann, ein Schritt mehr, als es Klauseln in der Matrix
gibt. Iteriert man diesen Prozef, so ergibt sich nach bekannten Gesetzen
ein quadratischer Beweis der gesamten Matrix, mit praktisch keinerlei
Suchaufwand.

Volle (und “ziemlich” volle) Matrizen lassen sich also schnell be-
weisen. Dasselbe gilt fiir “ziemlich” leere Matrizen, wie man sich leicht
iiberlegt. Die wirklich schwierigen Matrizen sind sozusagen die “halbvol-
len”.

Die Faktorisierung kann in gewissem Sinne als Umkehrung des in
Abschnitt 2.5 beschriebenen Distributionsverfahren zur Transformation
in die Normalform angesehen werden. Der Nachteil des Distributions-
verfahrens wird durch die soeben gezeigten Beweise nochmals demons-
triert, denn das Extensionsverfahren wiirde zum Beweis der vollen Ma-
trix exponentiell viele Schritte benétigen (wovon sich der Leser am Bei-
spiel von M(3) iiberzeugen kann). Wir erinnern jedoch auch an das
dort besprochene definitorische Verfahren, das es erlaubt, die faktori-
sierte Nicht-Normalform—Matrix wieder in eine optimalere Normalform
zuriickzutransformieren. Dieser Weg bietet aber keinen Ersatz fiir die
Anwendung von MONOT. Wir fiigen hier noch die Bemerkung an, daf}
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die Faktorisierung auch den Nebeneffekt der Schleifenelimination hat und
daher den Beweisprozess hin zu den linearen Verkettungsbeweisen verein-
facht.

Unsere Diskussion von Reduktion war bis hierher von der Vors-
tellung einer statischen Reduktion einer gegebenen Problemstellung ge-
pragt. Reduktionen spielen jedoch auch wéihrend eines Beweisprozesses
mit irgendeinem Verfahren eine wichtige Rolle. Hat man im Verlauf eines
solchen Prozesses zB. die Konnektion in den beiden Klauseln

{P7Q}7 {ﬂP7 R}

bearbeitet, so verbleiben die beiden Unterziele {Q, R} entweder in Form
einer Klausel (im Falle von Resolution) oder als markierte Unterziele (in
manchen Varianten der Konnektionsmethode). Das Gesamtproblem mag
nun aber eine weitere Klausel enthalten, die diese beiden Literale enthélt.
Eine solche Klausel kann dann aber zu diesem Beweisprozef3 nichts bei-
tragen, da sie von den genannten Unterzielen subsumiert wird. Diese
Subsumtion wurde aber erst nach Abarbeitung der genannten Konnek-
tion sichtbar, weshalb wir von einer dynamischen Reduktion sprechen.
Das Gebiet der dynamischen Reduktion ist duflerst komplex, wenn auch
fiir die Praxis sehr wichtig. Wir miissen daher diesbeziiglich auf die Spe-
zialliteratur verweisen [EOP91, SA90, Bib87].

Wir schlielen diese Ausfiihrungen mit dem Hinweis auf eine Form
der Reduktion besonderer Art. Hat man die volle Matrix iiber n Va-
riablen, so lassen sich alle Tautologien iiber n Variablen (modulo der
Anwendung von Reduktionen und Variablenumbennungen) durch Ent-
fernung von bis zu n — 1 Literalen aus jeder Klausel generieren [Bib79].

2.7.4 Varianten des allgemeinen Extensionsverfahrens

Die in Abschnitt 2.7.1 beschriebenen Varianten miissen als noch
ziemlich primitive Verfahren eingestuft werden. In diesem Abschnitt wol-
len wir noch einige weitere Varianten und Verbesserungen kurz andeuten.
Wir beginnen mit der Matrixreduktion von Prawitz. Gegeben sei eine
Matrix der folgenden Gestalt.

Ky 14
M

K, L,

P -P

Sie ist komplementir genau dann, wenn die beiden Matrizen in Abbil-
dung 2.11 komplementér sind. Man beachte, dal diese beiden Matrizen
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K Ly

-P P

Abbildung 2.11: Prawitz-reduzierte Matrizen

aufeinandergelegt wieder die Ausgangsmatrix ergeben. In Pfaden aus-
gedriickt heifit dies, daf alle Pfade, die in den beiden explizit gezeigten
Klauseln weder durch P noch durch —P gehen, nicht mehr getestet
werden miissen. Auch diese keineswegs offensichtliche Einsicht 148t sich
leicht mit dem im letzten Abschnitt besprochenen Beweisprinzip bewei-
sen. Hieraus ergibt sich die folgende Formulierung der Matrixreduktion.

Matrixreduktion

Wihle aus der zu beweisenden Matriz eine Klausel mit einem Literal P
und eine zweite mit dem komplementdren Literal =P . Zum Nachweis der
Komplementaritit aller Pfade durch die gegebene Matrixz gentigt es, die
folgenden beiden Teilmengen dieser Pfade (dh. die reduzierten Matrizen)
als komplementdr nachzuweisen:

(i) die Menge aller Pfade, die dieses Auftreten von P, aber nicht von
- P enthalten;

(ii) die Menge aller Pfade, die dieses Auftreten von —P , aber nicht von
P enthalten.

Da die reduzierten Matrizen kleiner sind als die Ausgangsmatrix,
fithrt die wiederholte Anwendung der Matrixreduktion bei einer giiltigen
Matrix schlieBllich zu Matrizen, die eine leere Klausel enthalten. Das Ver-
fahren ist also korrekt und vollstdndig. Es handelt sich aber hier nicht um
eine Reduktion im Sinne des vorangegangenen Abschnitts, denn, wenn
sich auch die Anzahl der Pfade verringert, so sind die beiden entstehenden
Matrizen zusammen im allgemeinen doch grofier als die Ausgangsmatrix.

Das Davis—Putnam Verfahren [DP60] besteht aus der Anwendung
der Reduktionsregeln TAUT, PURE, UNIT und SUBS des vorangegan-
genen Unterabschnitts sowie einer Spaltungsregel, die als die folgende
Kombination der Matrixreduktion mit FACTOR und PURE aus dem
vorangegangenen Unterabschnitt verstanden werden kann.
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Spaltungsregel, 1. Fassung

Wihle aus der zu beweisenden Matriz ein Literal P . Ziehe den gemein-
samen Faktor P aus allen Klauseln, die P enthalten, und analog fiir
-P. Wende auf die so erhaltene (nicht-Normalform) Matriz die Ma-
trizreduktion an. Aus den beiden reduzierten Matrizen (die nun wieder
in Normalform sind) kann das jeweilige Auftreten von =P und P mit
PURE eliminiert werden.

Ohne Regref auf die Matrixreduktion lautet die Spaltungsregel wie
folgt, wobei wir bei der Formulierung auf die bestehende Analogie zu der
Matrixreduktion geachtet haben.

Spaltungsregel, 2. Fassung

Wihle aus der zu beweisenden Matriz ein Literal P, das auch in negierter
Form auftritt. Ersetze die Menge der Klauseln durch die folgenden beiden
reduzierten Klauselmengen:

(i) die Menge der Ausgangsklauseln, jedoch ohne all diejenigen Klauseln,
die P enthalten, und ohne die Literale —P ;

(ii) die Menge der Ausgangsklauseln, jedoch ohne all diejenigen Klauseln,
die —P enthalten, und ohne die Literale P .

Das Prawitzsche Verfahren ist in [Bib79] so erweitert worden, daf die
Reduktion nicht durch ein komplementéres Literalpaar, das man auch als
die volle Matrix iiber einer Variablen auffassen kann, sondern durch die
volle Matrix iiber beliebig vielen Variablen bewerkstelligt werden kann,
was zu wesentlich kiirzeren Beweisen fiihrt, weil in jedem Schritt eine
grofle Reduktion stattfinden kann.

Eine weitere Verallgemeinerung ist unter dem Namen Dissolution in
[MR87], hier auf Nicht-Normalform-Matrizen, gegeben worden. Dieses
erlaubt somit, vollen Gebrauch von der Reduktion FACTOR zu machen,
ohne eine Riicktransformation in die Normalform der Art zwischenschie-
ben zu miissen, wie sie im letzten Abschnitt erldutert wurde.

Wegen der groflen Bedeutung einer effizienten Behandlung von Fak-
toren innerhalb der gegebenen Matrix, dh. von Literalen, die in der Ma-
trix mehrfach auftreten (solche mehrfach auftretenden Literale lassen sich
in der Konnektionsmatrix durch zuséatzliche Faktorisierungskonnektionen
kennzeichnen), ist auch ihr Einbau direkt in den Extensionsprozefi zu-
sammen mit einer Reihe weiterer Verbesserungen bewerkstelligt worden.
Darunter befinden sich die Vermeidung tautologischer Zyklen, die Ent-
fernung redundanter Teilziele, die Vermeidung mehrfacher Losungen des
gleichen Teilziels und andere. Die Arbeiten [BH82, Fro85, Joh89] sowie
Abschnitt IV.6 in [Bib87] befassen sich mit diesen Fragestellungen.
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Die soeben beschriebene Zielrichtung der Forschung ist noch bei wei-
tem nicht voll ausgeschopft. Selbstverstédndlich gehen wir jetzt davon aus,
dafl die eingangs gegebene Matrix mittels der Reduktionen so weit wie
moglich vereinfacht wird, bevor der Extensionsprozel einsetzt. Nun ha-
ben wir aber am Beispiel des Beweises der vollen Matrizen schon gesehen,
daf3 sich weitere Moglichkeiten zur Reduktion erst im Verlauf des Beweises
herausstellen kénnen. Zu solch dynamischen Reduktionen gibt es bislang
wenig Ansétze.

2.7.5 Resolutionsvarianten

Durch unsere mengenorientierte Darstellung hat es sich bei der Ein-
fiihrung des Resolutionsprinzips im Abschnitt 2.6.4 eriibrigt, eigens da-
rauf hinzuweisen, dafl in der Resolution heutzutage ausschliefllich die ne-
gative Darstellung bevorzugt wird. Dies war keineswegs immer so. So hat
W.v. O. Quine [vOQ55] die Resolution in der positiven Darstellung unter
dem Namen consensus rule bzw. Konsensus—Regel eingefiihrt. (Genau-
genommen hat Quine die Tautologiereduktion (siehe Abschnitt 2.7.3) mit
in die Konsensus—Regel integriert, dh. er hat als Konklusion keine Klausel
mit komplementéren Literalen zugelassen.) In diesem Abschnitt wollen
wir nun noch einige Verfeinerungen der Resolution kurz beschreiben.

Wir haben bereits im Abschnitt 2.6.5 bei der Aufwértsstrategie da-
rauf hingewiesen, dafl Beweisketten nicht notwendig mit der eigentlich
zu beweisenden Aussage verkniipft sein miissen. Diese Beobachtung ist
natiirlich verfahrensunabhéngig und bedarf zum Beispiel auch bei der
Resolution Abhilfemafinahmen. Sie rangieren hier unter dem Stichwort
“Stiitzmenge” (englisch set-of-support). Dazu wird aus der Menge der
Klauseln eine Teilmenge T' (zB. die das zu beweisende Theorem repriisen-
tierende Klauselmenge) als Stiitzmenge ausgewéhlt. Dann sind nur solche
Resolutionsschliisse erlaubt, bei denen mindestens eine Elternklausel von
T unterstiitzt wird, dh. aus T selbst ist oder einen “Vorfahren” darin
hat. Diese Stiitzstrategie ist vollstindig genau dann, wenn die Restklau-
selmenge erfiillbar ist (siehe [Sti87], wie diese Bedingung zur Behandlung
von Inkonsistenzen ausgeniitzt werden kann). Sie ist als eine Variante
der Abwirtsstrategie aufzufassen; es gilt also das zu dieser (insbesondere
hinsichtlich Mischstrategien) Gesagte.

Wir haben bereits die Finerresolution in Form einer Reduktion ken-
nengelernt. Allgemein wird bei ihr gefordert, dal eine Elternklausel nur
ein Element enthilt. Sie ist vollstéindig fiir den Fall der Hornklauseln
(was wir implizit im Abschnitt 2.7.3 mit gezeigt haben), nicht aber im
allgemeinen Fall. In der FEiner-Resolventen Resolution (englisch unit-
resulting resolution) geht man von einer Elternklausel mit n > 1 Li-

68



2.7. Allgemeine Tautologiebestimmung

teralen und n — 1 (nicht notwendig verschiedenen) Einerklauseln aus,
so dafl durch n — 1 Einerresolutionsschritten, dh. UNIT Reduktionen,
wieder eine Einerklausel entsteht. Dieser Prozel wird aber als ein ein-
ziger Einer-Resolventen Schritt aufgefafit, was den Vorteil hat, dafl die
Zwischenresolventen nicht gespeichert werden miissen.

In der P; Resolution [Rob79] muf} eine Elternklausel positiv, in
der N1 Resolution negativ sein. Beide sind vollstdndig im allgemeinen
Fall. In der (ebenfalls vollsténdigen) Hyperresolution [Rob65a] werden
mehrere P; Resolutionsschritte gleichzeitig ausgefiihrt. Man wéahlt dazu
eine Klausel mit mindestens einem negierten Atom, den Nukleus, und zu
jedem negativen Atom darin eine positive Klausel (den Elektronen), die
dieses Atom enthélt. Mit diesen Elternklauseln bildet man die Hyperre-
solvente genauso, als wéren die entsprechenden P; Resolutionsschritte
einzeln ausgefithrt worden. Die negative Hyperresolution ist analog defi-
niert, nur sind “positiv’ und “negativ” vertauscht. Mit der Hyperresolu-
tion sind sehr komplexe Beweise gefunden worden.

Beim Vergleich des Extensionsverfahrens mit der linearen Resolution
(Abschnitt 2.6.4) konnten wir sehen, daf auch die Resolution Pfade durch
die Matrix auf Konnektionen testet. Sie tut dies aber in einer komplexe-
ren Weise, was Vor— und Nachteile mit sich bringt. Eine der md&glichen
Redundanzen liegt darin, dafl ohne weiteres nicht ausgeschlossen ist, dafl
iiber eine Konnektion mehrfach resolviert wird. Dies auszuschliefen ist
die Motivation hinter der Konnektionsgraphen Resolution [KowT75]. In
ihr werden solche Konnektionen, iiber die bereits resolviert wurde, eigens
markiert und so von den anderen unterschieden. Da ja aber bei jedem
Resolutionsschritt neue Konnektionen entstehen kénnen, muf3 auch genau
mitangegeben werden, wie diese Markierungen sich vererben. Technisch
wird die Markierung dadurch bewerkstelligt, daf} alle unmarkierten, nicht
aber die markierten, Konnektionen explizit im sogenannten Klauselgra-
phen (das ist eine Matrix mit Konnektionen) gespeichert werden. Vererbt
werden dann nur die gespeicherten in einer Weise, wie es die Darstellung
in Abbildung 2.12 eines solchen Konnektionsgraphen-Resolutionsschrittes
illustriert.

Die Konnektionsgraphen—Resolution ist in ihren technischen De-
tails hochgradig kompliziert. Dies zeigt sich zB. darin, dafl wichtige
Fragen, wie die nach einer allgemeinen, konfluenten Strategie zur Kon-
nektionenauswahl, bis heute ungelost sind (siehe [Bib80b] beziiglich ei-
ner “Beinahe”’-Loésung. Der dort gegebene Beweis enthilt jedoch eine
Liicke, deren SchlieBung eine erneute Anstrengung erfordern wiirde, zu
der der Autor angesichts aus seiner Sicht wichtigerer Probleme bislang
keine Gelegenheit fand). Die explizite Behandlung von Konnektionen
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Abbildung 2.12: Ein Konnektionsgraphen-Resolutionsschritt

wirkt sich auch auf die Reduktionen aus, die entsprechend modifiziert
werden miissen. Zum Beispiel ist hier PURE dann anwendbar, wenn das
Literal in keiner gespeicherten Konnektion auftritt (obwohl moglicher-
weise noch komplementére Literale dazu vorhanden sind). Hinsichtlich
der subtilen technischen Details hierzu siehe [Bib81, EO91].

2.7.6 Lemmata

Eine der Standardtechniken in der Mathematik beruht auf der Ver-
wendung von Lemmata und definitorischen Abkiirzungen. Betrachten
wir zur Illustration der zugrundeliegenden Idee die folgende Formel.

(PVQV-PA-Q ARV (SVTV-SA-T)A-R

Die Unterformel PV @ V =P A =@ in dieser Formel erweist sich als Tau-
tologie; man kann sie daher im Hinblick auf den weiteren Tautologietest
fiir die Gesamtformel ignorieren. Wichtiger in unserem Zusammenhang
ist jedoch die Beobachtung, dafl die gleiche Formel mit unterschiedlichen
Benennungen (S und 7" anstelle von P und @) nochmals auftritt. Er-
kennt man dies vor Beginn der Beweissuche, so geniigen drei (statt fiinf)
Konnektionen zur Erbringung des Beweises der gesamten Formel. Denn
entweder betrachtet man die Teilformel als Lemma, das einmal bewiesen
und dann nur noch angewendet wird, oder man faktorisiert diese Teilfor-
mel aus und erhélt die einfachere Formel (PV QV —-PA-Q)A (RV —R);
beide Alternativen sind nur verschiedene Sichtweisen der gleichen Tech-
nik.

Der durch die Lemma—Anwendung erzeugte Effekt kann beliebig
grofl werden. So ist in [Bib90] anhand der sogenannten “Taubenschlag”—
Formeln demonstriert worden, dal durch diese Technik exponentiell lange
Beweise zu linearen Beweisen zusammenschrumpfen kénnen. Da schon
bei relativ kleinen Formeln exponentiell lange Beweise wegen ihrer Lénge
nicht mehr aufgeschrieben, geschweige denn gefunden werden kénnen, er-
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weist sich fiir diese und &hnliche Formeln die Lemma-Technik als unab-
dingbar. Sie ist allerdings bis heute in keinem der bekannten Systeme
realisiert. Der Grund diirfte in der Tatsache liegen, dafl das Erkennen
solcher Lemmata selbst ein kostspieliger Prozef} ist, fiir den es keinen po-
lynomen Algorithmus gibt. Da der gesamte Beweisprozef3 im allgemeinen
nicht polynom ist, erweist sich dieser Grund jedoch als nicht stichhaltig.
Bei entsprechend vorsichtigem Einsatz kann die Lemmatechnik durchaus
die bestehenden Verfahren verbessern.

Zur Resolution gibt es eine entsprechende Erweiterung, die soge-
nannte Resolution mit Erweiterungen (englisch resolution with exten-
sions) [Tse68], wobei es sich bei den Erweiterungen hier um Namen fiir
die Lemmata handelt.

2.7.7 Weitere Verfahren

Schon die Aussagenlogik 1483t sich in einer Reihe verschiedener Dars-
tellungen behandeln; fiir ausdrucksstiarkere Logiken gilt das dann noch
umso mehr. Zum Beispiel sind wir von der Darstellung mit den iibli-
chen logischen Junktoren (wie A, V, —, usw.) ausgegangen. Schon
hier besteht aber ein grofie Vielfalt in der Auswahl der Junktoren, da es
bekanntlich eine ganze Reihe verschiedener vollstdandiger Junktorensys-
teme gibt. Dann haben wir aber zusétzlich die Matrixreprasentation, die
Klauselform und die PROLOG-Form kennengelernt.

Fiir jede dieser und weiterer Reprisentationsformen l&8t sich das
Tautologieproblem studieren. Es sollte daher den Leser nicht {iberra-
schen, daf} die bisher genannten Verfahren zur Losung des Tautologiepro-
blems bei weitem noch nicht die Fiille bekannter Verfahren ausschépfen.
Andererseits ist in den weiteren Verfahren keine Technik erkennbar, die
fiir eine wesentliche Verbesserung des Verhaltens signifikant und in ir-
gendeiner Form nicht schon in den bisherigen Verfahren enthalten wire.
Ungeachtet dessen wollen wir einige dieser weiteren Verfahren kurz nen-
nen.

Das bekannteste Verfahren iiberhaupt ist wahrscheinlich das mittels
der sogenannten Wahrheitstafel (oder —tabelle) [Koh70], das wir bereits in
Abschnitt 2.3 kurz erwihnten. Hierzu legt man fiir jede in der gegebenen
Formel auftretenden Variable je eine Spalte an, in der die Wahrheitswerte
0,1 fiir die Variablen so eingetragen sind, dafl jedes mogliche Tupel ge-
nau einmal auftritt. Weitere Spalten enthalten dann den aufgrund der
bekannten Gesetze resultierenden Wahrheitswert fiir die gesamte Formel
bzw. fiir ihre Teilformeln. Fiir die Praxis erweist sich dieses Verfahren
als untauglich.

Die booleschen Funktionen, also die Aussagenlogik, spielen in der
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Schaltwerkstheorie eine ebenso wichtige Rolle wie in vielen anderen An-
wendungen. Leider hat dies zu einer auflerordentlichen Redundanz der
Forschungen gefiihrt, da die Forscher der Schaltwerkstheorie das Tau-
tologieproblem ohne Bezugnahme auf die in dem Gebiet der Deduktion
erzielten Resultate untersucht haben und umgekehrt. Dies betrifft auch
die Terminologie. So wird die Negation einer Variablen z (wofiir wir
bisher Zeichen wie P verwendeten) als z’ (oder auch als 1 — z), die
Disjunktion mit dem Symbol + und die Konjunktion mit dem Symbol
- bezeichnet [Koh70]. Auch spricht man in der Schaltwerkstheorie von
Absorption anstelle von (einem Spezialfall der) Subsumtion, um nur eines
der vielen Beispiele zu nennen.

Das grundlegende Verfahren in der Schaltwerkstheorie beruht auf
dem Shannonschen Expansionstheorem. Dieses besagt, daf fiir jede boo-
lesche Funktion f(x1,...,2z,), das heifit in unserer bisherigen Sprech-
weise fiir jede aussagenlogische Formel iiber diesen n Variablen, die fol-
gende Gleichheit gilt.

flxy, .. xn) =21 f(Lma, ... mp) + 21 - £(O,29,...,2y)

Mehrfache Anwendung dieser Expansionsregel fithrt zu der Shannonschen
Normalform [Sha38, Koh70, Mor82]. Sie ist eine Variante dessen, was wir
in Abschnitt 2.6.4 einen semantischen Baum genannt haben. Wie dort
bildet sie auch hier die Grundlage fiir ein weiteres Verfahren. Es fiihrt
zur disjunktiven Normalform, deren Giiltigkeit unmittelbar erkennbar ist.
Auch dieses Verfahren ist den im vorangegangenen behandelten Verfahren
weit unterlegen.

Die dem Shannonschen Expansionstheorem zugrundeliegende Glei-
chung bildet auch das Fundament der in modernen Beweissystemen inte-
grierten booleschen Unifikation [DSv90].

In jiingster Zeit hat man auch bei den Schaltwerkstheoretikern die
Bedeutung von faktorisierten Formen erkannt, was auch dort zu wesent-
lich verbesserten Verfahren gefiihrt hat [MB88|. Es wire endlich an der
Zeit, dafl diese Mehrfachentwicklung vermieden wiirde und die Kréfte sich
auf die schwierigen noch ausstehenden Probleme gemeinsam konzentrie-
ren wiirden.

2.7.8 Primimplikanten

Wie im Vorangegangenen erwihnt, sind Tautologien auch fiir die
Entwicklung boolescher Schaltungen von grofler Wichtigkeit. In dieser
Anwendung haben bei der Minimierung solcher Schaltungen besonders
auch die sogenannten Primimplikanten eine grofle Bedeutung. Diese ha-
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ben jiingst eine weitere wichtige Rolle bei den sogenannten Begriindung-
sverwaltungssystemen (englisch truth maintenance systems) erhalten.

Definition 2.7.2

Eine Klausel C' heifst Implikant einer Matriz F, wenn C — F giiltig
ist. C heifst Primimplikant, wenn C Implikant ist und es keinen davon
verschiedenen Implikanten C' von F gibt, so dafi C' — C giiltig ist
(dh. C" auch ein Implikant von C' ist).

Wie immer gehen wir hier von der positiven Représentation von Matrizen
aus. Fiir den negativen Fall gibt es den analogen Begriff eines (Prim-)
Implikanten.

Die Resolvente bei der Resolution (wegen der positiven Représenta-
tion sollte man genauer sagen, bei der Konsensus—Regel) ist ein Implikant
der Matrix, die die Elternklauseln enthélt. Auch die beim Extensionsver-
fahren in einem gewissen Status noch nicht als komplementér erwiesenen
Pfade durch eine gegebene Matrix F' bilden einen Implikanten C' dieser
Matrix. Der im hierauf folgenden Extensionsschritt entstehende Impli-
kant C’ dieser Art von F ist auch ein Implikant von C'. In diesem
Sinne ist also C’ “mehr prim als” C'. Das Extensionsverfahren (und in
dhnlicher Weise auch die Resolution) 148t sich in dieser Weise also auch
zur Berechnung von Primimplikanten heranziehen [JP90].

2.7.9 Gegenbeispiele

Wir haben in diesem Abschnitt Verfahren zum Test der Tautolo-
gieeigenschaft kennengelernt. Sie lassen sich auch dazu einsetzen, Gegen-
beispiele zu konstruieren, wenn sich die zu beweisende Formel als nicht
giiltig herausstellt. Wir wollen uns das am Beispiel des allgemeinen Ex-
tensionsverfahrens klarmachen. Betrachten wir dazu das in Abschnitt
2.7.1 betrachtete Beispiel, dem wir jedoch dadurch die Eigenschaft der
Tautologie entziehen, indem wir die letzte Klausel weglassen. Der Versuch
eines Extensionsbeweises bleibt dann beim folgenden Zustand stecken.

-P/ Q.
[r] [e] [&]
Q@ R
s 1

In dieser Matrix gibt es nun zu keinem der Literale {P,Q, R} des akti-
ven Pfades ein komplementéres Literal in der Restmatrix, da diese leer
ist. Da wir wissen, dafl unser Verfahren ein Entscheidungsverfahren ist,
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ist an dieser Stelle bewiesen, dafl die Matrix nicht giiltig ist. Wir sind
nun aber sogar in der Lage, eine Interpretation anzugeben, bei der die
Formel falsch wird. Man gebe némlich allen Literalen des aktiven Pfades
den Wert “falsch”. Mit jeder Interpretation, die diese Bedingung in ei-
nem solchen Fall erfiillt, erhélt dann auch die Gesamtmatrix den Wert
“falsch”. Jede solche Interpretation lafit sich offensichtlich als Gegenbei-
spiel fiir die Formel auffassen. Wahlt man umgekehrt den Wert “wahr”,
so ergibt sich ein Beispiel fiir die Formel.

Das so illustrierte Verfahren, Gegenbeispiele zu generieren, 148t sich
allgemein auf jede beliebige nichtgiiltige Formel anwenden. Die etwas
subtilen Details des Verfahrens kénnen wir hier aus Platzgriinden jedoch
nicht wiedergeben (siehe [Hor81]).
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